Aplikace pti reSeni rovnic.

Laplaceova transformace mé tu prijemnou vlastnost, ze operaci ,,derivace dle
t*“ prevadi na operaci ,,nasobeni proménnou p*.

Véta 3. Necht f(t) € LL; necht navic f(t) € C'([0,00)) a f'(t) € LY.
Potom pro Rep > max{cy, cp }

L)) ) =pZ[f1)](p) — £(0).
Obecnéji, pokud f*) e LY prok = 0,...,n a f € C*([0,00)), pak pro

Rep > max{cy,...,cim} je

L[F0) ) =" 2[£0)] ) — 3 F P (0).

Pomoci Laplaceovy transformace tak lze elegantneé fesit diferencidlni rovni-
ce s konstantnimi koeficienty (diferencidlni rovnice je prevedena na alge-
braicky problém), ale také rovnice obsahujici konvoluci.

Definice 3. Pro f(t), g(t) definujeme konvoluci f * g predpisem

Fro = [ 1)t s)ds

Véta 4. Necht f(t), g(t) € LL. Potom f x g(t) € LY, cp.y < max{cy,c,} a
plat?

ZL[fx9®]) = 2[fO]() - L[9®] (), Rep >max{es, cg}.
Dusledek. Je-li f(t) € L., je také funkce

ot0)= [ fis)ds

prokem LY a plati

Piiklad 1. Uvazujme soustavu

¥ =Tr — 2y + 8te™?,
y' =8z —y,



s pocateéni podminkou

Aplikujme (zatim ¢isté formélné) Laplaceovu transformaci; ozna¢me X (p) =
ZL[z®)](p), Y(p) = ZL[y(t)](p). Dostavame rovnice

PX () = TX(0) =2V () + 7
pﬂm—%:&ﬂm—Y@
Odsud
X(p) = —— LT

(p+1)(p—3)"
PP —5p* —13p+ 121

2(p+1)*(p—3)°

Nyni chceme najit ptislusné Laplaceovy vzory téchto funkci. Rozlozme
tedy na parcialni zlomky:

Y(p)

1 1 1
X p)= + - )
V= D T - 209
4 2 2 3
Y(p) = + + — :
W= o1 T o 29
Nynf stacf uvdzit, ze 2 [e*] = p%a, Lte] = (p_;a)g. Tedy:
1 1
.'L'(t) = 5672& + (t — §)€3t,
3
y(t) = (4t +2)e " + (2t — =)e*.

2

Zatim ovSsem nevime, ze toto jsou vskutku feseni. K otazce se vratime
v zavéru oddilu o inverzni Laplaceové transformaci.

Piiklad 2. Uvazme obecnou homogenni soustavu
z' = Ax,

kde z € R™ je vektor, A € R™"*" konstantni matice. Fundamentdlnim fesenim
rozumime matici U = U(t) takovou, ze

U'=AU,  U0)=1I, (1)



kde I je jednotkova matice. Oznatme Q(p) = £ [U(t)]; Laplaceova transfor-
mace se ovSem aplikuje na matici prvek po prvku. Vzhledem k linearité je

lehko odvodit, ze Z[AU] = AZ[U]. Rovnice (1) tedy prejde na
pQp) — I = AQ(p),

neboli
Qp) = (pI — A"
Odtud pak dopocteme U (t). Uvazujme napiiklad

2 1 -2
A= -1 0 1
2 2 -1
Tedy
p+2 p—3 1-2p
p?+1  p3—p?+p-1  pS—p24p-1
_ —1 p’—p+2 p
Qp) = p>+1  p*—p?+p—1  p3—p4p-—1
2 2 p—1
p2+1 p2+1 p2+1

Podivejme se blize na druhy ¢len na prvnim radku. Parcialni zlomky jsou

—1 p+2
+ .
p—1 p>+1

Pfipomenme, ze .Z [sin at} = zﬁ’

Z[cosat] = ez Odtud
Upz(t) = —€' + cost + 2sint.
Celkem dopocitame U(t) =
cost + 2sint, —e'+ cost+ 2sint, —ie' + 3(cost — 3sint)
sint, e! —sint, el 4+ 2(sint — cost)

2sint, 2sint, cost —sint

Pozndmka. PTiteseni soustav se casto hodi fakt, ze inverzni matici lze spocitat
pomoci explicitnich vzorcu:

a b\ 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a

a obecnéji A~' = B, kde b;; = (det A)~}(—1)""7 Aj;, picemz A;; je subdeter-
minant A, ktery vznikne vyskrtnutim j-tého radku a i-tého sloupce.



Piiklad 3. Uvazujme rovnici
t
x(t) +/ e*w(t — s)ds =sin2t, t > 0.
0

Pozorujeme, ze druhy ¢len vlevo je konvoluce funkei €3 a neznamé funkce
x(t). Tedy Laplaceova transformace dava

1 2
X X = )
<m+—<mp_3 P
Odsud lehce
2p—6 p+10 1

X = g — X
(p) PP —=2p2+4p—8 4(p*+4) 4(p-2)

Laplaceuv vzor je zjevné
) 1 1
x(t) = 5 sin 2t + 7 608 2t — Zth.

Priklad 4. Vyfesme Abelovu rovnici
b u(s)ds
JRE0
)

kde o € (0,1) a f(t) € C'([0,00)) N LY, f'(t) € L.. Protoze levd strana
je konvoluci nezndmé funkce v(t) a t~%, Laplaceova transformace dava, s
ohledem na Véty 2 a 4

V(p)D(1L —a)p® ' = F(p),

odsud snadno vyjadiime

Vip) = -

ﬁfj@F@M
Protoze p® € & [LH pouze pro 8 < 0, rozepiSeme pravou stranu jako

1 1 / a_
T PO = i (Z L O/ 0)-2 )

Viimnéte si triku s prepisem F(p)p = Z[f'(t)](p) — f(0). Odsud ziskdme
vzorecek pro feseni

g (1) ot |

t—s)l-@

V(p) =

Pouzili jsme Eulertuv vzorecek k tpravé soucinu Gamma funkci. Upravy jsou
ekvivalentn{; nalezené v(t) je (jediné) reseni ve tiide L1 .



