Laplaceova transformace
Definice 1. Oznac¢me

Ll == {f(t): (0,00) — R méFitelnd, a Jc € R tak, Ze/ |f(t)|e"dt < oo} .
0

Funkce z L} jsou lokdlné integrovatelné. Byvd zvykem dodefinovat je
nulou pro t < 0. Pro f € L definujeme abscisu konvergence jako

o
¢y :=inf {c € R; / |f(t)]e™ < oo}
0
Patrné |f(t)|e” je integrovatelnd funkce pro kazdé ¢ > c;. Lehce si roz-
myslime, ze L1 je vektorovy prostor a plati ¢, < max{cy,c,}.

Definice 2. Pro f(t) € L!, definujeme Laplaceovu transformaci funkce f(t)
jakozto

L] p) = /000 f(t)e Pdt, Rep > ¢;.

Je zvykem znacit & [ f] = F. Zduraznéme, Laplaceova transformace je
operéator, ktery funkci f = f(t) redlné proménné ¢ ptirazuje funkci F' = F(p)
komplexni proménné p.

Zievneé f — &L [ f} je linearni operator v nasledujicim smyslu: pokud f,
ge Ll je

ZLf+9]) = 2[f](p) +Z[g](p),  Rep>max{cy,c,}.

Dalsi zakladni vlastnosti jsou shrnuty v nasledujici véte.
Véta 1. Necht f(t) € LY. Potom:
1. Proa>0 je f(at) € L} a plati

ZLf(at)](p) = a L[] (@ 'p),  Rep> acy.
2. Proa € R je e f(t) € Lt a plati
L f)]p) =Z[ft)](p—a),  Rep>atcy.
3. F(p) = Z[f](p) je holomorfni v mnoziné {Rep > cs} a plati
F'(p) = Z[(=) ()] (p);

obecnégi



4. F(p) — 0 pro Rep — oo, Imp pevné a také pro Imp — +oo, Rep
pevné.

Pri aplikaci Laplaceovy transformace je dulezité znat obrazy elementarnich
funkci. Existuji rozsahlé tabulky jak v knizni, tak elektronické podobé. Nej-

v

Véta 2. Necht a € R, n € N. Funkce e, t", sinat a cosat jsou prokem L%
a plati:

1.
1
L e™ = R :
[6 }(p) p_aa ep>a
Specidlné Z[1](p) = p~".
2. n y
ZL[t"](p) = g Rep>0;
obecnéji pro kazdé a > —1
o MNa+1
X[t}(p):%, Rep > 0.
3. a
inat](p) = ——— .
Z[sinat](p) L Rep >0
4- ’
tl(p) = ——— .
£ cosat](p) e Rep >0

Urcete abscisu konvergence a naleznéte Laplaceovu transformaci
danych funkci.

1. f(t)=1prote (0,a)a f(t) =0 jinde.
2. f(t) = max{1 —¢,0}.

f(t) = max{1 — ¢* 0}.

Dokazte ¢ésti 1 a 2 Véty 1.

Dokazte vzorecky z Véty 2.

f(t) = sinh at.

f(t) = coshat.

f(t) =sin*t + cos*t.
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9. f(t) = t?sin’t.

10. Necht f(t)/t € L%. Potom téz f(t) € L} a plati Z[f()/t](p) =
fpoo F(s)ds pro p € (¢, +00).

11. f(t) = ==L,

12. f(t) = <L

13. Necht f c L}F a f(t—|—T) = f( ) Potom F Sk e_Tp fO —ptdt.
14. f(t) = max{sint,0}.

15. f(t) = sgn (sini).
16. f(t) = 1+ : (vyjadtete fadou).
17. f(t) = === (vyjadrete fadou).

18. * Derivovanim vztahu L{t"}(p) = I():Ll) podle n odvod'te, ze L{t" Int}(p) =
L (I(n+1)—T(n+1)lnp).

19. * Ukagte, 70 L{Jo(t)}(p) = —2—, kde Jo(t) = 322, E02 (4)™ je

RV m=0"(ml)?

Besselova funkce prvniho druhu s indexem 0.
Vysledky.

1) F(p) === prop#0a F(0) = a; ¢y = —oc.

2)F(p) 1+e pI‘Op#O&F():l/Q;Cf:_OO

3) F(p) = pi””” pro p#0a F(0) =2/3; ¢; = —o0.

6) F(p) P—aZ a27 Cy = |a|

7) F(p) P2 a27Cf—|a|

8) f(t) == Flp) = ;b o = 0.

3pt+6p2+8
9) F(p) = *Chgaly™s or =

10) Piste e 7'/t = fp e P5ds a uzijte Fubiniho vétu.
11) S pomoci tlohy 10 F(p) = 5 — arctgp; cyp = 0.
12) S pomoci tlohy 10 F(p) = ln ;e =1

13) Na intervalu (KT, (k + 1)T) substltuce t=kT+ 71,7 €(0,T); uzijte
vzorecek pro soucet geometrické rady.

14) S pomoci tlohy 13 F(p) = %7 cy = 0.



15) S pomoci tlohy 13 F(p) = e; X

_ Ic
16) F(p) = Zk o pjk, = 0.

) 1 _ 1 -2\-1/2 _ 1 1/2\,,—2m
19) Necht p > 1. Potom\/pz_ﬂ—p(ler ) = Zm(](m) )
kde (—1/2) _ (CD(=1/2-1)(=1/2-2)..(-1/2-m+1) _ (—7711)!”11 3...2m—1).

m m!

Aplikace pti reseni rovnic.
Laplaceova transformace mé tu prijemnou vlastnost, ze operaci ,,derivace dle
t* prevadi na operaci ,,nasobeni proménnou p*.
Véta 3. Necht f(t) € LL; necht navic f(t) € C'([0,00)) a f'(t) € L.
Potom pro Rep > max{cf, cp}

L)) =pZ[f1)](p) - £(0).

Obecnéji, pokud f* € LY pro k = 0,....,n a f € C*([0,00)), pak pro
Rep > max{cy,...,cim} je

LMW p) =p"2L[f Zp FO=h(

Pomoci Laplaceovy transformace tak lze elegantne resit diferencidlni rovni-
ce s konstantnimi koeficienty (diferencidlni rovnice je prevedena na alge-
braicky problém), ale také rovnice obsahujici konvoluci.

Definice 3. Pro f(t), g(t) definujeme konvoluci f % g predpisem

= [ srate=s)as

Véta 4. Necht f(t), g(t) € LL. Potom f*g(t) € LY, cpy < max{cy,c,} a
plat?

L9 ) =2L[fO] ) - ZL[g®)] (),  Rep>max{cs, ey}
Dusledek. Je-li f(t) € L., je také funkce

t
:/ f(s)ds
0
prokem LY a plati

2[6) () = %zm ().  Rep> ey



Piiklad 1. Uvazujme soustavu

¥ =Tr — 2y + 8te™?,
y' =8z —y,

s pocatecni podminkou

Aplikujme (zatim ¢isté formélné) Laplaceovu transformaci; ozna¢me X (p) =
ZL[z(®)](p), Y (p) = ZL[y(t)] (p). Dostdvame rovnice

8
pX(p) =T7X(p) —2Y(p) + TESVER
pY(p) — % =8X(p) —Y(p)
Odsud
X(p)= L

(p+1)(p—3)"
PP —5p* —13p+ 121

2(p+1)*(p—3)°

Nyni chceme najit ptislusné Laplaceovy vzory téchto funkci. Rozlozme
tedy na parcialni zlomky:

1 1 1
X p)= + - )
W=+ D T - -9
4 2 2 3
Y(p) = + + — .
) (p+1)?* p+1 (p—30° 2(p—3)
Nynf stacf uvdzit, ze 2 [e"] = p%a, Lte] = ﬁ. Tedy:
1 1
x(t) = ée*t +(t— §)e3t,
3
y(t) = (4t +2)e " + (2t — = )e*.

2

Zatim ovSsem nevime, ze toto jsou vskutku feSeni. K otazce se vratime
v zavéru oddilu o inverzni Laplaceové transformaci.



Piiklad 2. Uvazme obecnou homogenni soustavu
z' = Ax,

kde z € R™ je vektor, A € R™"*" konstantni matice. Fundamentdlnim fesenim
rozumime matici U = U(t) takovou, ze

U'=AU,  U@0)=1I, (1)

kde I je jednotkova matice. Oznatme Q(p) = £ [U(t)]; Laplaceova transfor-
mace se ovSem aplikuje na matici prvek po prvku. Vzhledem k linearité je

lehko odvodit, ze Z[AU] = AZ[U]. Rovnice (1) tedy prejde na
pQp) — I = AQ(p),

neboli
Qp) = (pl — A"
Odtud pak dopoéteme U(t). Uvazujme napiiklad

2 1 =2
A= -1 0 1
2 2 -1
Tedy
p+2 p—3 1-2p
p’+1  pP-p?+p—-1 p3—p’+p-1
_ —1 p?—p+2 p
Qp) = p’+1  pd—p?+p—-1 p3—p’+p-1
2 2 p—1
p2+1 p2+1 p2+1

Podivejme se blize na druhy ¢len na prvnim radku. Parcialni zlomky jsou
-1 +2
+ 212
p—1 p*+1
.,Sf[cos at] = zﬁ' Odtud

Ptipomenme, ze & [sin at} = zﬁ’
Upz(t) = —€' + cost + 2sint.
Celkem dopoéitame U(t) =
cost + 2sint, —e' 4 cost+ 2sint, —se' + 3(cost — 3sint)
sint, e! —sint, el 4+ 2(sint — cost)

2sint, 2sint, cost —sint



Pozndamka. PTiteseni soustav se casto hodi fakt, Ze inverzni matici lze spocitat
pomoci explicitnich vzorcu:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be \ —c a

a obecnéji A™' = B, kde b;; = (det A)~1(—1)""7 Aj;, piicemz A;; je subdeter-
minant A, ktery vznikne vyskrtnutim j-tého radku a i-tého sloupce.

Piiklad 3. Uvazujme rovnici
t
x(t) +/ e*x(t — s)ds =sin2t, t> 0.
0

Pozorujeme, ze druhy ¢len vlevo je konvoluce funkci €* a neznamé funkce
x(t). Tedy Laplaceova transformace dava

1 2
X X = )
<m+f<mp_3 P
Odsud lehce
2p — 6 p+ 10 1

X = g — .
(p) PP —=2p2+4p—8 4(p*+4) 4(p-2)

Laplaceuv vzor je zjevné

) 1 1
z(t) = 3 sin 2t + 708 2t — Ze%.

Priklad 4. Vyfesme Abelovu rovnici

[

(t —s)

kde o € (0,1) a f(t) € C'([0,00)) N LY, f'(t) € L.. Protoze levd strana
je konvoluci nezndmé funkce v(t) a t~*, Laplaceova transformace dava, s
ohledem na Véty 2 a 4

odsud snadno vyjadiime



Protoze p® € & [LH pouze pro 8 < 0, rozepiSeme pravou stranu jako

1 1

Vo) = 5oy PP = ) (211 ®O))-£0)-2 k)

Vsimnéte si triku s prepisem F(p)p = Z[f'(t)](p) — f(0). Odsud ziskdme
vzorecek pro feseni

- e )

s t—s)t

Pouzili jsme Eulertuv vzorecek k tpravé soucinu Gamma funkci. Upravy jsou
ekvivalentn{; nalezené v(t) je (jediné) resent ve tiide L.

Reste pomoci Laplaceovy transformace.

20. 2" + 2’ — 62 =3, (0) =0, 2/(0) = —1.

21. 2" — 42" + 42’ = 0, z(0) = 2/(0) = 0, 2"(0) = 1.

22. 2" = cost, x(0) = 2"(0) =0, 2/(0) = 1.

23. 2@ =4 2(0) = 2/(0) = 2"(0) = 2" (0) = 1.

24. 2" +9x = 3t, x(0) = 2/(0) = 0.

25. 2" + 9z = sin 3t, x(0) = 2/(0) = 0.

26. 2" + 42’ + 8z =0, x(0) =1, 2/(0) = 0.

27. 2" — 42’ + bz = 5t, x(0) = 0, 2/(0) = 5.

28. 2" + 2" — 32’ — 3x = 3t, x(0) = 1, 2(0) = 2"(0) = 0.

29. 2 — 32" + 32 —x = 4et, x(0) = 2/(0) = 2”(0) = 0.

30. 2™ — 82" + 16 = 16, z(0) = 2/(0) = 2"(0) = 0, 2" (0) = —16.
31. 2 — 2" = 2sint, 2(0) = 2, 2/(0) = 2™ (0) = 0, 2”(0) = 1.
32. x +fose Sr(t — s)ds = cos 2t.

33. x —i—4f z(t — s)ds = t.

34. 3x(t) + 7 [ sin3sx(t — s)ds = 2t + 1.

35. z fose Sz(t — s)ds = e™.
36. IL‘( ) :t+f0 sx(t — s)ds.
37. x(t) = cos 2t + [, sin ssc(t — s)dx.

38. 2'(t) + 22(t) + 5 [, x(s)ds = 0, z(0) = 1.
39. 2'(t) —8f0 s°x t—s)ds z(0) = 2.



40. * fo x(t — s)ds = sint. (Uzijte ulohu 19.)
Vysledky:

_ p—3 _ 1 2 -3t 1 2t
= T p(—6tpip?)’ z(t) = —5 + 577 + g€

_ 1 1 1.2 1.2t
= s T(t) = 7+ gte™ — zet.

2 2 .
= 72’(’17;;1) x(t) = 2t —sint.

23)Xp :p p+p+p+24

= ) = megt® +gtP 32—t + 1.
t

(t
1

= 3@ l’(t) = 3l — §Sln3t
H

=3(81+ 18p* +p ():—5111375— =t cos 3t.

)
)
)
)
)
)
)= 8+4p+p??
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
( s
26) X(p) = —2 2(t) = e cos 2t + e~ sin 2t.
27) X(p) = —5% a(t) =t+ 3 — 2e* cost — Ze sint.
3_ .
28) X(p) = fpf’g;;”, z(t) =—t+1+ % sinh /3.
— 3 a1 1 - 2 1
29) X(p) =42p—1-2p° +p*) ", z(t) = —5¢ " + %" —te' + 3¢
30) X(p = —IGWM, {L'(t) =1- %t@m — %t@im — 672t.
4_ 9,3 2_ .
31) X(p) = 2p(p QPPQLJS’;’_S’”Z, z(t) = e — 2t + 1 +sint.
_ p—10 20p+4 1 29 1
32) X(p) = st 6110 T 20210y ©(t) = 15802+ 55 cos 2t+ €% (55 cost—
% sin t)
_ _ +2 1 _ 1 1
33) X(p) = 5 = st — s ©(0) = et(m sin /3t + 1 sin v/3t) —
1 —
66 Qt.
3 2 .
34) X(p) = "5i e = wt T 1g T e () = ggsindt+ g5 cosdt +
3, 3
s T 16
— 2—16p+64 3 1 1 _1
35) X(p) = p3—§3p2+f75p—441 T 4(p-7)  2(p-7)2 + 1(p—9)° z(l) = Zegt - %6” +
et
36) X (p) = (p*— 1), (t) = sinh .
37) X(p) = pf’;i), z(t) = § + 2 cos 2t.
38) X(p) = b, x(t) = e ' cos2t — te'sin 2t.
39) X(p) = 2p4pf316, z(t) = 2e* + e % 4 cos 2t.



Inverzni Laplaceova transformace.

Prvni otdzka v souvislosti s inverzi Laplaceovy transformace pochopitelné
zni, zda se jednd o prosté zobrazeni. Kladnd odpovéd je obsahem nésledujici
tzv. Lerchovy véty, jejiz elementarni dikaz lze nalézt v dodatku.

Véta 5 (Lerch). Necht f(t), g(t) € LY, a necht existuje ¢ € R takové, Ze
F(p) = G(p) pro kazdé p € (¢,00). Potom f(t) = g(t) skoro vsude.

Za druhé nés zajimé, za jakych okolnosti je funkce F'(p) laplaceovym
obrazem néjakého prvku L. Vhodnou postacujici podminku ndm déva dalst
véta.

Véta 6. Necht F(p) je holomorfni v mnoziné {p € C; Rep > a} a spliuje

zde odhad
c

PO < 5 (2)

Potom ezistuje funkce f(t) € LY s abscisou konvergence ¢y < a takovd,
ze f[ﬂ (p) = F(p) pro vSechna Rep > a. Funkci f(t) lze vyjddrit integrdlem

bt
f(t) = lim L / : RF(z)etZdz, t >0, (3)
b

R—+00 200 Jy 4R
kde b > a je libovolné.

Pozndmka. Vzorec (3) se nazyva Bromwichuv nebo téz Fourier-Mellintuv
integrél. Je zde minén kiivkovy integrdl v C podél kiivky ¢(s) = b + is,
s € [-R,R].

Za dodate¢nych predpokladu na funkci F(p) lze integrél v (3) vypocist
pomoci reziduové véty. Zformulujme to opét jako vétu.

Véta 7. Necht F(p) je holomorfni v mnoZiné C\ {z1,...,2,}, a necht plati
odhad (2) pro |p| — oo. Potom existuje f(t) € LY takovd, e | f](p) = F(p)
pro Rep > max{Rez,...,Rez,}, a plati

F(t) =) res.—., F(2)e”,  t>0. (4)

Pozndmka. Predpokladame-li dokonce, ze F'(p) je racionélni funkce, 1ze poza-
davek (2) v prechozich vétach nahradit slabsim predpokladem

) < (5)

To odpovida situaci, kdy F'(p) je podil polynomu, a ¢itatel ma mensi stupen
nez jmenovatel, s ¢imz vystacime v naprosté vétsiné piripadu.
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Zavérecéna diskuse

Jak se lze presveédcit o tom, ze feSeni ziskané ,,formalni* aplikaci Laplaceovy
transformace je opravdu fesenim puvodni rovnice?

e Piedpokladejme, Ze je ndm z teorie znamo, Ze studovand rovnice md
fesenf ve tifde funkef L. (To je pravda kupiikladu pro linedrn{ rovnice
s konstantnimi koeficienty.) Pak toto feseni musi spliiovat transformo-
vanou rovnici. Diky Vété 5 je piislusny Laplaceuv vzor (ziskany at z
tabulek, at pomoci V&t 6, 7) nutné roven feseni nasi rovnice.

e O spravnosti nalezeného fteSeni se lze v kazdém piipadé pTesvédcit
jednoduse dosazenim. (Zcela bezpeény, ovsem v praxi nékdy hodné
pracny zpusob.)

e Dumyslnéjsi zpusob jak provést ,,zkousku“ si predvedeme na jedno-
duché rovnici

' (t) +/0 ezt —s) =1, z(0) = 1.

Aplikujme nejprve ,,formalné“ Laplaceovu transformaci. Mame

1 1
pX(p)+ —X(p)=--—-1
0+ =X =

Odsud )1 ) . .
P — D —
Xp) = 5= - (6)
pP—p*+p p’—p+1 p

Nyni nalezneme funkci

i(t) = 2e* cosV3t/2 — 1,

coz je (jedind) funkce spliujici £[Z] = X (p). Ovsem & € L} NC™, a
tedy muzeme pocitat

L)+ /0 e*#(t — s)ds] = pX(p) + ——=X(p) — (0)

11



Ve druhém tédku jsme uzili fakt, ze X (p) vyhovuje rovnici (6). Z Véty 5
vsak plyne, ze

t
7(t) + / et —s)ds =1
0
skoro vsude; diky hladkosti & nastdava rovnost pro vsechna t > 0.

Z prechozich tivah navic vyplyvd, ze T je jediné feseni ve tiide L1 .
Dodatek - dikaz Lerchovy véty.
Lemma 8. Necht ¢(x) je spojitd v [0,1] a

1
/ p(x)z™dr =0, Vm >0 celé. (7)
0

Potom p(z) = 0.

Jeden z mnoha moznijch dukazi: Pomoci Weierstrassovy véty naleznu po-
sloupnost polynomu p,(z) takovych, ze p,(x) = ¢(z) v [0, 1]. Odtud ziejmeé
pa(@)e(z) = (p(2))* a tedy

[ mwetwas [ o

Diky (7) je vsak fol pn()p(z) dx = 0 pro kazdé n, tedy prava strana je 0.
Integral z nezdporné (spojité) funkce je ovsem nula jen tehdy, je-li funkce
identicky nulova. 0

Véta 9 (Lerch, 1903). Necht f(t) € LY ; predpoklidejme navic,® Ze f je
spojitd. Necht existuje py € R takové, Ze

/OO FOe™dt =0,  Vp € [po,00).
0

Potom f(t) = 0.

DUKAZ. Staéi dokonce slabsi predpoklad

/ ft)e~Potmt gr — Vn > 0 celé. (8)
0

1Ctenaf, ktery zné pojem ,,absolutni spojitost“, se bez tohoto dodateéného predpokladu
samoziejmé obejde.
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Oznacme -
b(t) :/t f(s)e P ds.

Derivovanim podle dolni meze méame

b(t) = —f(t)e ™, (9)
tedy b(t) je C' v [0,00), a diky (8) plati

b(0) =0. (10)
Piipadnym zvétsenim pg zajistime, ze
g(t) = f(t)e~ PVt ¢ L1(0,00) .

Odtud plyne odhad na pokles b(t) v nekonecnu

1b(t)| = | /:og(s)es ds| <e”! /:og(s) ds < ce . (11)

Integraci per-partes nyni dostavame

h t)e Pot o= gt = —bte”too—n/oobte"tdt.
/0&7—’\{' b0 =n [ b

Z (8)—(11) vyplyva
/ b(t)e ™dt =0, Vn > 1 celé.
0
Substituci x = e~ obdrzime

1
/ o(x)x" tdr =0, Vn > 1 celé.
0
p(x) =b(—1Inz).

Dodefinovanim nulou na krajich je ¢(x) spojita v [0, 1]. K ovéfeni spojitosti
v 0 zprava uzijeme (11):

lp(x)| < cexp(—(—Inz)) = cz.

Podle Lemmatu 1 je ¢(z) = 0, tedy b(t) = 0 a odtud podle (9) f(t)
—b/(t)ePt = 0.

O
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