
Laplaceova transformace

Definice 1. Označme

L1
+ :=

{
f(t) : (0,∞) → R měřitelná, a ∃c ∈ R tak, že

∫ ∞

0

|f(t)|e−ct dt < ∞
}
.

Funkce z L1
+ jsou lokálně integrovatelné. Bývá zvykem dodefinovat je

nulou pro t ≤ 0. Pro f ∈ L1
+ definujeme abscisu konvergence jako

cf := inf
{
c ∈ R;

∫ ∞

0

|f(t)|e−ct < ∞
}
.

Patrně |f(t)|e−ct je integrovatelná funkce pro každé c > cf . Lehce si roz-
mysĺıme, že L1

+ je vektorový prostor a plat́ı cf+g ≤ max{cf , cg}.
Definice 2. Pro f(t) ∈ L1

+, definujeme Laplaceovu transformaci funkce f(t)
jakožto

L
[
f(t)

]
(p) :=

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt, Re p > cf .

Je zvykem značit L
[
f
]
= F . Zd̊urazněme, Laplaceova transformace je

operátor, který funkci f = f(t) reálné proměnné t přǐrazuje funkci F = F (p)
komplexńı proměnné p.

Zjevně f 7→ L
[
f
]
je lineárńı operátor v následuj́ıćım smyslu: pokud f ,

g ∈ L1
+, je

L
[
f + g

]
(p) = L

[
f
]
(p) + L

[
g
]
(p), Re p > max{cf , cg}.

Daľśı základńı vlastnosti jsou shrnuty v následuj́ıćı větě.

Věta 1. Necht’ f(t) ∈ L1
+. Potom:

1. Pro a > 0 je f(at) ∈ L1
+ a plat́ı

L
[
f(at)

]
(p) = a−1

L
[
f(t)

]
(a−1p), Re p > acf .

2. Pro a ∈ R je eatf(t) ∈ L1
+ a plat́ı

L
[
eatf(t)

]
(p) = L

[
f(t)

]
(p− a), Re p > a+ cf .

3. F (p) = L
[
f
]
(p) je holomorfńı v množině {Re p > cf} a plat́ı

F ′(p) = L
[
(−t)f(t)

]
(p);

obecněji

F (k)(p) = L
[
(−t)kf(t)

]
(p).
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4. F (p) → 0 pro Re p → ∞, Im p pevné a také pro Im p → ±∞, Re p
pevné.

Při aplikaci Laplaceovy transformace je d̊uležité znát obrazy elementárńıch
funkćı. Existuj́ı rozsáhlé tabulky jak v knižńı, tak elektronické podobě. Nej-
d̊uležitěǰśı základńı vzorečky shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 2. Necht’ a ∈ R, n ∈ N. Funkce eat, tn, sin at a cos at jsou prvkem L1
+

a plat́ı:

1.

L
[
eat

]
(p) =

1

p− a
, Re p > a.

Speciálně L
[
1
]
(p) = p−1.

2.

L
[
tn
]
(p) =

n!

pn+1
, Re p > 0;

obecněji pro každé α > −1

L
[
tα
]
(p) =

Γ(α+ 1)

pα+1
, Re p > 0.

3.

L
[
sin at

]
(p) =

a

p2 + a2
, Re p > 0.

4.

L
[
cos at

]
(p) =

p

p2 + a2
, Re p > 0.

Určete abscisu konvergence a nalezněte Laplaceovu transformaci
daných funkćı.

1. f(t) = 1 pro t ∈ (0, a) a f(t) = 0 jinde.

2. f(t) = max{1− t, 0}.
3. f(t) = max{1− t2, 0}.
4. Dokažte části 1 a 2 Věty 1.

5. Dokažte vzorečky z Věty 2.

6. f(t) = sinh at.

7. f(t) = cosh at.

8. f(t) = sin4 t+ cos4 t.
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9. f(t) = t2 sin2 t.

10. Necht’ f(t)/t ∈ L1
+. Potom též f(t) ∈ L1

+ a plat́ı L
[
f(t)/t

]
(p) =

∫∞
p

F (s)ds pro p ∈ (cf ,+∞).

11. f(t) = sin t
t
.

12. f(t) = et−1
t
.

13. Necht’ f ∈ L1
+ a f(t+ T ) = f(t). Potom F (p) = 1

1−e−Tp

∫ T

0
f(t)e−ptdt.

14. f(t) = max{sin t, 0}.
15. f(t) = sgn

(
sin t

π

)
.

16. f(t) = 1
1+et

(vyjádřete řadou).

17. f(t) = t
1−e−t (vyjádřete řadou).

18. * Derivováńım vztahu L{tn}(p) = Γ(n+1)
pn+1 podle n odvod’te, že L{tn ln t}(p) =

1
pn+1

(
Γ′(n + 1)− Γ(n+ 1) ln p

)
.

19. * Ukažte, že L{J0(t)}(p) = 1√
p2+1

, kde J0(t) =
∑∞

m=0
(−1)m

(m!)2

(
t
2

)m
je

Besselova funkce prvńıho druhu s indexem 0.

Výsledky.

1) F (p) = 1−e−pa

p
pro p 6= 0 a F (0) = a; cf = −∞.

2) F (p) = p−1+e−p

p2
pro p 6= 0 a F (0) = 1/2; cf = −∞.

3) F (p) = (p2−2)ep+2p+2
p3ep

pro p 6= 0 a F (0) = 2/3; cf = −∞.

6) F (p) = a
p2−a2

; cf = |a|.
7) F (p) = p

p2−a2
; cf = |a|.

8) f(t) = cos 4t+3
4

; F (p) = p2+12
p(p2+16)

; cf = 0.

9) F (p) = 8(3p4+6p2+8)
p3(p2+4)3

; cf = 0.

10) Pǐste e−pt/t =
∫∞
p

e−psds a užijte Fubiniho větu.

11) S pomoćı úlohy 10 F (p) = π
2
− arctg p; cf = 0.

12) S pomoćı úlohy 10 F (p) = ln p
p−1

; cf = 1.

13) Na intervalu (kT, (k + 1)T ) substituce t = kT + τ , τ ∈ (0, T ); užijte
vzoreček pro součet geometrické řady.

14) S pomoćı úlohy 13 F (p) = 1+e−πp

(1−eπp)(p2+1)
; cf = 0.
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15) S pomoćı úlohy 13 F (p) = e−2πp(eπp−1)2

p(1−e−2πp)
; cf = 0.

16) F (p) =
∑∞

k=0
(−1)k

p+k
; cf = 0.

17) F (p) =
∑∞

k=0
1

(p+k)2
; cf = 0.

19) Necht’ p > 1. Potom 1√
p2+1

= 1
p
(1 + p−2)−1/2 = 1

p

∑∞
m=0

(−1/2
m

)
p−2m,

kde
(−1/2

m

)
= (−1/2)(−1/2−1)(−1/2−2)...(−1/2−m+1)

m!
= (−1)m

m!
1 · 3 . . . (2m− 1).

Aplikace při řešeńı rovnic.

Laplaceova transformace má tu př́ıjemnou vlastnost, že operaci ,,derivace dle
t“ převád́ı na operaci ,,násobeńı proměnnou p“.

Věta 3. Necht’ f(t) ∈ L1
+; necht’ nav́ıc f(t) ∈ C1([0,∞)) a f ′(t) ∈ L1

+.

Potom pro Re p > max{cf , cf ′}
L

[
f ′(t)

]
(p) = pL

[
f(t)

]
(p)− f(0).

Obecněji, pokud f (k) ∈ L1
+ pro k = 0, . . . , n a f ∈ Cn([0,∞)), pak pro

Re p > max{cf , . . . , cf(n)} je

L
[
f (n)(t)

]
(p) = pnL

[
f(t)

]
(p)−

n−1∑

k=0

pkf (n−1−k)(0) .

Pomoćı Laplaceovy transformace tak lze elegantně řešit diferenciálńı rovni-
ce s konstantńımi koeficienty (diferenciálńı rovnice je převedena na alge-
braický problém), ale také rovnice obsahuj́ıćı konvoluci.

Definice 3. Pro f(t), g(t) definujeme konvoluci f ∗ g předpisem

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(s)g(t− s) ds.

Věta 4. Necht’ f(t), g(t) ∈ L1
+. Potom f ∗ g(t) ∈ L1

+, cf∗g ≤ max{cf , cg} a

plat́ı

L
[
f ∗ g(t)

]
(p) = L

[
f(t)

]
(p) · L

[
g(t)

]
(p), Re p > max{cf , cg}.

Důsledek. Je-li f(t) ∈ L1
+, je také funkce

φ(t) :=

∫ t

0

f(s) ds

prvkem L1
+ a plat́ı

L
[
φ
]
(p) =

1

p
L

[
f
]
(p), Re p > cf .
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Př́ıklad 1. Uvažujme soustavu

x′ = 7x− 2y + 8te−t,

y′ = 8x− y,

s počátečńı podmı́nkou

x(0) = 0, y(0) =
1

2
.

Aplikujme (zat́ım čistě formálně) Laplaceovu transformaci; označme X(p) =
L

[
x(t)

]
(p), Y (p) = L

[
y(t)

]
(p). Dostáváme rovnice

pX(p) = 7X(p)− 2Y (p) +
8

(p+ 1)2
,

pY (p)− 1

2
= 8X(p)− Y (p).

Odsud

X(p) = − p− 7

(p+ 1) (p− 3)2
,

Y (p) =
p3 − 5 p2 − 13 p+ 121

2 (p + 1)2 (p− 3)2
.

Nyńı chceme naj́ıt př́ıslušné Laplaceovy vzory těchto funkćı. Rozložme
tedy na parciálńı zlomky:

X(p) =
1

2(p+ 1)
+

1

(p− 3)2
− 1

2(p− 3)
,

Y (p) =
4

(p+ 1)2
+

2

p+ 1
+

2

(p− 3)2
− 3

2(p− 3)
.

Nyńı stač́ı uvážit, že L
[
eat

]
= 1

p−a
, L

[
teat

]
= 1

(p−a)2
. Tedy:

x(t) =
1

2
e−t + (t− 1

2
)e3t,

y(t) = (4t+ 2)e−t + (2t− 3

2
)e3t.

Zat́ım ovšem nev́ıme, že toto jsou vskutku řešeńı. K otázce se vrát́ıme
v závěru odd́ılu o inverzńı Laplaceově transformaci.
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Př́ıklad 2. Uvažme obecnou homogenńı soustavu

xxx′ = Axxx,

kde xxx ∈ Rn je vektor, A ∈ Rn×n konstantńı matice. Fundamentálńım řešeńım
rozumı́me matici U = U(t) takovou, že

U ′ = AU, U(0) = I , (1)

kde I je jednotková matice. Označme Ω(p) = L
[
U(t)

]
; Laplaceova transfor-

mace se ovšem aplikuje na matici prvek po prvku. Vzhledem k linearitě je
lehko odvodit, že L

[
AU

]
= AL

[
U
]
. Rovnice (1) tedy přejde na

pΩ(p)− I = AΩ(p),

neboli
Ω(p) = (pI − A)−1.

Odtud pak dopočteme U(t). Uvažujme např́ıklad

A =







2 1 −2

−1 0 1

2 2 −1







.

Tedy

Ω(p) =







p+2
p2+1

p−3
p3−p2+p−1

1−2 p
p3−p2+p−1

−1
p2+1

p2−p+2
p3−p2+p−1

p
p3−p2+p−1

2
p2+1

2
p2+1

p−1
p2+1







.

Pod́ıvejme se bĺıže na druhý člen na prvńım řádku. Parciálńı zlomky jsou

−1

p− 1
+

p+ 2

p2 + 1
.

Připomeňme, že L
[
sin at

]
= a

p2+a2
, L

[
cos at

]
= p

p2+a2
. Odtud

U12(t) = −et + cos t+ 2 sin t.

Celkem dopoč́ıtáme U(t) =






cos t+ 2 sin t, −et + cos t+ 2 sin t, −1
2
et + 1

2
(cos t− 3 sin t)

sin t, et − sin t, 1
2
et + 1

2
(sin t− cos t)

2 sin t, 2 sin t, cos t− sin t







.

6



Poznámka. Při řešeńı soustav se často hod́ı fakt, že inverzńı matici lze spoč́ıtat
pomoćı explicitńıch vzorc̊u:

(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

a obecněji A−1 = B, kde bij = (detA)−1(−1)i+jAji, přičemž Aji je subdeter-
minant A, který vznikne vyškrtnut́ım j-tého řádku a i-tého sloupce.

Př́ıklad 3. Uvažujme rovnici

x(t) +

∫ t

0

e3sx(t− s)ds = sin 2t, t > 0.

Pozorujeme, že druhý člen vlevo je konvoluce funkćı e3t a neznámé funkce
x(t). Tedy Laplaceova transformace dává

X(p) +X(p)
1

p− 3
=

2

p2 + 4
.

Odsud lehce

X(p) =
2p− 6

p3 − 2p2 + 4p− 8
=

p+ 10

4(p2 + 4)
− 1

4(p− 2)
.

Laplace̊uv vzor je zjevně

x(t) =
5

2
sin 2t+

1

4
cos 2t− 1

4
e2t.

Př́ıklad 4. Vyřešme Abelovu rovnici

∫ t

0

v(s)ds

(t− s)α
= f(t)

kde α ∈ (0, 1) a f(t) ∈ C1([0,∞)) ∩ L1
+, f

′(t) ∈ L1
+. Protože levá strana

je konvolućı neznámé funkce v(t) a t−α, Laplaceova transformace dává, s
ohledem na Věty 2 a 4

V (p)Γ(1− α)pα−1 = F (p),

odsud snadno vyjádř́ıme

V (p) =
1

Γ(1− α)
F (p)p1−α
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Protože pβ ∈ L
[
L1
+

]
pouze pro β < 0, rozeṕı̌seme pravou stranu jako

V (p) =
1

Γ(1− α)
F (p)p·p−α =

1

Γ(1− α)Γ(α)

(

L
[
f ′(t)

]
(p)−f(0)

)

·L
[
tα−1

]
(p)

Všimněte si triku s přepisem F (p)p = L
[
f ′(t)

]
(p) − f(0). Odsud źıskáme

vzoreček pro řešeńı

v(t) =
sin(απ)

π

{
f(0)

t1−α
+

∫ t

0

f ′(s)ds

(t− s)1−α

}

.

Použili jsme Euler̊uv vzoreček k úpravě součinu Gamma funkćı. Úpravy jsou
ekvivalentńı; nalezené v(t) je (jediné) řešeńı ve tř́ıdě L1

+.

Řešte pomoćı Laplaceovy transformace.

20. x′′ + x′ − 6x = 3, x(0) = 0, x′(0) = −1.

21. x′′′ − 4x′′ + 4x′ = 0, x(0) = x′(0) = 0, x′′(0) = 1.

22. x′′′ = cos t, x(0) = x′′(0) = 0, x′(0) = 1.

23. x(4) = t4, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 1.

24. x′′ + 9x = 3t, x(0) = x′(0) = 0.

25. x′′ + 9x = sin 3t, x(0) = x′(0) = 0.

26. x′′ + 4x′ + 8x = 0, x(0) = 1, x′(0) = 0.

27. x′′ − 4x′ + 5x = 5t, x(0) = 0, x′(0) = 5.

28. x′′′ + x′′ − 3x′ − 3x = 3t, x(0) = 1, x′(0) = x′′(0) = 0.

29. x′′′ − 3x′′ + 3x′ − x = 4e−t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

30. x(4) − 8x′′ + 16 = 16, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = −16.

31. x(4) − x′′ = 2 sin t, x(0) = 2, x′(0) = x′′′(0) = 0, x′′(0) = 1.

32. x(t) +
∫ t

0
se3sx(t− s)ds = cos 2t.

33. x(t) + 4
∫ t

0
s2x(t− s)ds = t.

34. 3x(t) + 7
∫ t

0
sin 3sx(t− s)ds = 2t+ 1.

35. x(t)−
∫ t

0
se8sx(t− s)ds = e7t.

36. x(t) = t+
∫ t

0
sx(t− s)ds.

37. x(t) = cos 2t+
∫ t

0
sin sx(t− s)dx.

38. x′(t) + 2x(t) + 5
∫ t

0
x(s)ds = 0, x(0) = 1.

39. x′(t)− 8
∫ t

0
s2x(t− s)ds, x(0) = 2.
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40. *
∫ t

0
x(s)x(t− s)ds = sin t. (Užijte úlohu 19.)

Výsledky:

20) X(p) = − p−3
p(−6+p+p2)

, x(t) = −1
2
+ 2

5
e−3t + 1

10
e2t.

21) X(p) = 1
p(4−4p+p2)

, x(t) = 1
4
+ 1

2
te2t − 1

4
e2t.

22) X(p) = p2+2
p2(p2+1)

, x(t) = 2t− sin t.

23) X(p) = p8−p7+p6+p5+24
p9

, x(t) = 1
1680

t8 + 1
6
t3 + 1

2
t2 − t + 1.

24) X(p) = 3 1
p2(9+p2)

, x(t) = 1
3
t− 1

9
sin 3t.

25) X(p) = 3 (81 + 18p2 + p4)
−1
, x(t) = 1

18
sin 3t− 1

6
t cos 3t.

26) X(p) = 4+p
8+4p+p2

, x(t) = e−2t cos 2t+ e−2t sin 2t.

27) X(p) = −5 p2−1
p2(5−4p+p2)

, x(t) = t + 4
5
− 4

5
e2t cos t− 22

5
e2t sin t.

28) X(p) = p3−3p+3
(p2−3)p2

, x(t) = −t + 1 + 1√
3
sinh

√
3t.

29) X(p) = 4 (2p− 1− 2p3 + p4)
−1
, x(t) = −1

2
e−t + t2et − tet + 1

2
et.

30) X(p) = −16 p−1
p(16−8p2+p4)

, x(t) = 1− 1
2
te2t − 3

2
te−2t − e−2t.

31) X(p) = 2p4−2p3+3p2−3p+2
(p3−p2+p−1)p2

, x(t) = et − 2t+ 1 + sin t.

32) X(p) = p−10
30(p2−6p+10)

+ 29p+4
30(p2+4)

, x(t) = 1
15
sin 2t+ 29

30
cos 2t+e3t

(
1
30
cos t−

7
30
sin t

)
.

33) X(p) = p
p3+8

= p+2
6(p2−2p+4)

− 1
6(p+2)

, x(t) = et
(

1
2
√
3
sin

√
3t+ 1

6
sin

√
3t
)
−

1
6
e−2t.

34) X(p) = p3+2p2+9p+18
3p4+48p2

= 7p+14
48(p2+16)

+ 3
16p

+ 3
8p2

, x(t) = 7
96
sin 4t+ 7

48
cos 4t+

3t
8
+ 3

16
.

35) X(p) = p2−16p+64
p3−23p2+175p−441

= 3
4(p−7)

− 1
2(p−7)2

+ 1
4(p−9)

, x(t) = 1
4
e9t − t

2
e7t +

3
4
e7t.

36) X(p) = (p2 − 1)
−1
, x(t) = sinh t.

37) X(p) = p2+1
p(p2+4)

, x(t) = 1
4
+ 3

4
cos 2t.

38) X(p) = p
p2+2p+5

, x(t) = e−t cos 2t− 1
2
e−t sin 2t.

39) X(p) = 2 p3

p4−16
, x(t) = 1

2
e2t + 1

2
e−2t + cos 2t.

40) x(t) = J0(t).
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Inverzńı Laplaceova transformace.

Prvńı otázka v souvislosti s inverźı Laplaceovy transformace pochopitelně
zńı, zda se jedná o prosté zobrazeńı. Kladná odpověd’ je obsahem následuj́ıćı
tzv. Lerchovy věty, jej́ıž elementárńı d̊ukaz lze nalézt v dodatku.

Věta 5 (Lerch). Necht’ f(t), g(t) ∈ L1
+, a necht’ existuje c ∈ R takové, že

F (p) = G(p) pro každé p ∈ (c,∞). Potom f(t) = g(t) skoro všude.

Za druhé nás zaj́ımá, za jakých okolnost́ı je funkce F (p) laplaceovým
obrazem nějakého prvku L1

+. Vhodnou postačuj́ıćı podmı́nku nám dává daľśı
věta.

Věta 6. Necht’ F (p) je holomorfńı v množině {p ∈ C; Re p > a} a splňuje

zde odhad

|F (p)| ≤ c

|p|2 . (2)

Potom existuje funkce f(t) ∈ L1
+ s abscisou konvergence cf ≤ a taková,

že L
[
f
]
(p) = F (p) pro všechna Re p > a. Funkci f(t) lze vyjádřit integrálem

f(t) = lim
R→+∞

1

2πi

∫ b+iR

b−iR

F (z)etzdz, t > 0, (3)

kde b > a je libovolné.

Poznámka. Vzorec (3) se nazývá Bromwich̊uv nebo též Fourier-Mellin̊uv
integrál. Je zde mı́něn křivkový integrál v C podél křivky φ(s) = b + is,
s ∈ [−R,R].

Za dodatečných předpoklad̊u na funkci F (p) lze integrál v (3) vypoč́ıst
pomoćı reziduové věty. Zformulujme to opět jako větu.

Věta 7. Necht’ F (p) je holomorfńı v množině C \ {z1, . . . , zn}, a necht’ plat́ı

odhad (2) pro |p| → ∞. Potom existuje f(t) ∈ L1
+ taková, že L

[
f
]
(p) = F (p)

pro Re p > max{Re z1, . . . ,Re zn}, a plat́ı

f(t) =
∑

k

resz=zk F (z)etz , t > 0. (4)

Poznámka. Předpokládáme-li dokonce, že F (p) je racionálńı funkce, lze poža-
davek (2) v přechoźıch větách nahradit slabš́ım předpokladem

|F (p)| ≤ c

|p| . (5)

To odpov́ıdá situaci, kdy F (p) je pod́ıl polynomů, a čitatel má menš́ı stupeň
než jmenovatel, s č́ımž vystač́ıme v naprosté většině př́ıpad̊u.
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Závěrečná diskuse

Jak se lze přesvědčit o tom, že řešeńı źıskané ,,formálńı“ aplikaćı Laplaceovy
transformace je opravdu řešeńım p̊uvodńı rovnice?

• Předpokládejme, že je nám z teorie známo, že studovaná rovnice má

řešeńı ve tř́ıdě funkćı L1
+. (To je pravda kupř́ıkladu pro lineárńı rovnice

s konstantńımi koeficienty.) Pak toto řešeńı muśı splňovat transformo-
vanou rovnici. Dı́ky Větě 5 je př́ıslušný Laplace̊uv vzor (źıskaný at’ z
tabulek, at’ pomoćı Vět 6, 7) nutně roven řešeńı naš́ı rovnice.

• O správnosti nalezeného řešeńı se lze v každém př́ıpadě přesvědčit
jednoduše dosazeńım. (Zcela bezpečný, ovšem v praxi někdy hodně
pracný zp̊usob.)

• Důmyslněǰśı zp̊usob jak provést ,,zkoušku“ si předvedeme na jedno-
duché rovnici

x′(t) +

∫ t

0

esx(t− s) = 1, x(0) = 1.

Aplikujme nejprve ,,formálně“ Laplaceovu transformaci. Máme

pX(p) +
1

p− 1
X(p) =

1

p
− 1.

Odsud

X(p) =
p2 − 1

p3 − p2 + p
=

2p− 1

p2 − p+ 1
− 1

p
. (6)

Nyńı nalezneme funkci

x̃(t) = 2e2t cos
√
3t/2− 1,

což je (jediná) funkce splňuj́ıćı L
[
x̃
]
= X(p). Ovšem x̃ ∈ L1

+ ∩ C∞, a
tedy můžeme poč́ıtat

L
[
x̃′(t) +

∫ t

0

esx̃(t− s)ds
]
= pX̃(p) +

1

p− 1
X̃(p)− x̃(0)

= −
(
1

p
− 1

)

− x̃(0)

=
1

p

= L
[
1
]
.
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Ve druhém řádku jsme užili fakt, že X̃(p) vyhovuje rovnici (6). Z Věty 5
však plyne, že

x̃′(t) +

∫ t

0

esx̃(t− s)ds = 1

skoro všude; d́ıky hladkosti x̃ nastává rovnost pro všechna t ≥ 0.
Z přechoźıch úvah nav́ıc vyplývá, že x̃ je jediné řešeńı ve tř́ıdě L1

+.

Dodatek - d̊ukaz Lerchovy věty.

Lemma 8. Necht’ ϕ(x) je spojitá v [0, 1] a

∫ 1

0

ϕ(x)xm dx = 0 , ∀m ≥ 0 celé. (7)

Potom ϕ(x) = 0.

Jeden z mnoha možných d̊ukaz̊u: Pomoćı Weierstrassovy věty naleznu po-
sloupnost polynomů pn(x) takových, že pn(x) ⇒ ϕ(x) v [0, 1]. Odtud zřejmě
pn(x)ϕ(x) ⇒ (ϕ(x))2 a tedy

∫ 1

0

pn(x)ϕ(x) dx →
∫ 1

0

(ϕ(x))2 dx .

Dı́ky (7) je však
∫ 1

0
pn(x)ϕ(x) dx = 0 pro každé n, tedy pravá strana je 0.

Integrál z nezáporné (spojité) funkce je ovšem nula jen tehdy, je-li funkce
identicky nulová. �

Věta 9 (Lerch, 1903). Necht’ f(t) ∈ L1
+; předpokládejme nav́ıc,1 že f je

spojitá. Necht’ existuje p0 ∈ R takové, že

∫ ∞

0

f(t)e−pt dt = 0 , ∀p ∈ [p0,∞).

Potom f(t) = 0.

Důkaz. Stač́ı dokonce slabš́ı předpoklad

∫ ∞

0

f(t)e−(p0+n)t dt = 0 , ∀n ≥ 0 celé. (8)

1Čtenář, který zná pojem ,,absolutńı spojitost“, se bez tohoto dodatečného předpokladu

samozřejmě obejde.
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Označme

b(t) =

∫ ∞

t

f(s)e−p0s ds .

Derivováńım podle dolńı meze máme

b′(t) = −f(t)e−p0t , (9)

tedy b(t) je C1 v [0,∞), a d́ıky (8) plat́ı

b(0) = 0 . (10)

Př́ıpadným zvětšeńım p0 zajist́ıme, že

g(t) = f(t)e−(p0−1)t ∈ L1(0,∞) .

Odtud plyne odhad na pokles b(t) v nekonečnu

|b(t)| = |
∫ ∞

t

g(s)e−s ds| ≤ e−t

∫ ∞

t

g(s) ds ≤ ce−t . (11)

Integraćı per-partes nyńı dostáváme

∫ ∞

0

f(t)e−p0t

︸ ︷︷ ︸

u′

e−nt
︸︷︷︸

v

dt =
[
− b(t)e−nt

]∞

0
− n

∫ ∞

0

b(t)e−nt dt .

Z (8)–(11) vyplývá

∫ ∞

0

b(t)e−nt dt = 0 , ∀n ≥ 1 celé.

Substitućı x = e−t obdrž́ıme
∫ 1

0

ϕ(x)xn−1 dx = 0 , ∀n ≥ 1 celé.

ϕ(x) = b(− ln x) .

Dodefinováńım nulou na kraj́ıch je ϕ(x) spojitá v [0, 1]. K ověřeńı spojitosti
v 0 zprava užijeme (11):

|ϕ(x)| ≤ c exp(−(− ln x)) = cx .

Podle Lemmatu 1 je ϕ(x) = 0, tedy b(t) = 0 a odtud podle (9) f(t) =
−b′(t)ep0t = 0. �
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