Ulohy na integraéni faktor

Hntegracni faktor je vhodné zvolena funkce, kterou nasobime studovanou
rovnici, aby se stala derivaci (obecnéji totalnim diferencidlem) ,nééeho®. Tim
dostaneme (implicitné zadané) feSeni.

Regenf linearnich rovnic 1. fadu se pomoci integra¢niho faktoru redukuje
na vypocet dvou primitivnich funkci. Na linearni rovnice 1. fadu jsou formal-
né lehce prevoditelné Bernoulliho rovnice.

Zobecnénim linedrnich ODR 1. fadu jsou tzv. rovnice ve tvaru totalniho
diferencialu.

Linearni ODR 1. fAdu

Definice 1. Linearni ODR 1. f4du rozumime rovnici

Y +a(z)y = b(z). (1)

Rovnici povazujeme za linedrni, protoze linearni je zavislost (levé strany)
na neznamé funkci y = y(z); koeficienty rovnice a(z), b(x) jsou obecné ne-
linedrni funkce x.

Véta 1 (Resenf linearni ODR 1. fadu.). Je ddna rovnice (1). Necht a(z),
b(x) jsou spojité v I, necht A(x) = [ a(x)dx, B(z) = [ b(z)exp A(zx)dx v 1.
Necht ¢ € R je libovolné. Potom

y(z) = exp(—A(x)) [ B(z) + ]

je FeSent rovnice (1) v I. Naopak: vSechna teseni rovnice (1) v I maji tento
tvar.

Pozndmka. Vyraz exp A(z) se nazyva integracni faktor. Dikaz samotné véty
je velmi jednoduchy (a je uzitecné jej znét pii FeSeni piikladii): Nasobime
rovnici exp A(z) a vzhledem k tomu, Ze (exp A(m))/ = a(z) exp A(z), dosta-
vame
Y/ () exp A(z) + y(2)(exp A(x))’ = b(z) exp A(z)
(y(z) exp A(w))" = B'(x)

Uzijeme tvrzeni, ze f'(z) = ¢'(x) v I, pravé kdyz f(z) = g(x) + ¢ pro vhodné
ceR.



Poznamka. Protoze se jedna o linearni tlohu, mizeme k feSeni pouzit také
metodu variace konstant. PTislusna homogenni rovnice zni
/ )
y' = —al(x)y;

jeji obecné feSenf ma tedy tvar y = cexp(—A(x)), kde A(z) = [a(z)dx
stejné jako vySe. Nyni hledame partikularni feseni ve tvaru

Yp = c(x) exp(—A(x)).

Protoze y, = c'(z) exp(—A(x))—c(z)a(z) exp(—A(x)), po dosazeni do rovnice
a jednoduché tpravé dostaneme

d(z) = b(z) exp A(x)
tedy c(z) = [ b(x) exp A(x)dz. ObdrZené feseni ma tyz tvar jako ve V&te 1.
Piiklad 1. Rovnice ¢/ +ycosz = (1 + z)e™ s,

sin x

Reseni. Integracéni faktor je €%, rovnice po vynasobeni pfejde na

/ smm

y'eSm? 4 ycos et =14z

(yesina:)’ Z

= (z+ %)

odtud obecné feseni y(z) = (x + % + e 57 7 € R,

Piiklad 2. Rovnice xy — 3y = x*.

Reseni. Uvedeme na tvar (1); coz lze v intervalech (—o0,0) a (0, +00):

3
/ 3
— . 2

Protoze 5
/_—dx = —3In|z| = In|x| 3,
x
3

obdrzime integra¢ni faktor |x|~3; budeme ale pracovat radéji s funkei 273 —
jen zména znaménka na intervalu (—oo,0). Nasobeni rovnice (2) dava

y 3
L
(%) -
33'3
;/3 x+C
y = 2*(x + C)



Vypocet jsme provadéli za predpokladu x # 0; splnéni rovnice je tak zaru¢eno
na intervalech (—o0,0) a (0,400). Diky spojitosti y, ¢’ je rovnice splnéna i
v bodé z = 0. Protoze y(0) = ¢/(0) = 0 nezévisle na C, lze TeSeni s raznymi
konstantami v pocatku napojit. Obecné feSeni ma tedy tvar

(2) = x4+ Cy), <0
M=V r ), 220

kde C7, Cs € R jsou libovolna.

;U<

esSte linearni ODR 1. radu.
Y +y = sinzexp(—z)

2y —ay=1

zy + (1+x)y =expx

vy —y=alexpzw

Y + ay = exp fx

T _ 1
: y/ + a2d = z(z2+1)

S vk Wi

Vysledky.

1) y=e"(c—cosz), x € R; i.f. e”.

2) y = cexp(—1/z)+1—1/z, x € (—00,0) a (0, +00); L.f. exp(1/x). Redeni
nelze prodlouzit do x = 0 (nekoneéné limity).

3) y=a"(ce " +e"/2), x € (—00) a (0, +00); i.f. ze”. Pro ¢ # —1/2 nelze
prodlouzit do z = 0. Pokud ¢ = —1/2, dodefinovanim y(0) = 1 vznika funkce
(nekonecné hladka), ktera je feSenim v celém R.

4) y =xz(z—1)e*+cx, x € R; i.f. 1/z. — Splnéni rovnice pro x = 0 je tieba
ovérit zvlast. Je y(0) = 0 pro kazdé c; protoze vak y/'(0) = ¢ — 1, nelze feSeni
pro ruzna c napojovat.

5) Proa # By =ce ™+ (a+p) e 2 € Ryproa = -y =
e *(c+x), reR;iL e,

6) y=(Va2+ 1) c+In ?m], z € (—00,0) a (0, +00); i.f. Va2 + 1.

Bernoulliho rovnice.

Definice 2. Rovnice
Y+ a(x)y = b(x)y”, (3)

a € R, se nazyva Bernoulliho rovnice.



Postup feseni Bernoulliho rovnice je nasledujici: nasobenim (1 — a)y~®
prejde na linearni rovnici

2+ (1—a)a(z)z = (1 — a)b(x) (4)

pro novou neznamou funkei z(z) = [y(z)]' .

Mizeme predpokladat, ze o # 1 (jinak by se jednalo o linearni rovnici);
dale hledame takto jen nenulovd feSeni. Nulova funkce je feSenim vzdy (je-li
vyraz 0% = 0); ptipadné napojeni v bodé y = 0 je pak tfeba diskutovat na
ZAVET.

Priklad 3. Rovnice

4y
y’—;zx@, (5)

tj. o = 1/2; substituce z = y'~1/2 = | /j vede na

2z
/
_m 2 6
x 2 (6)
To je linearni ODR 1. fadu, kterou lehce vyfesime pomoci integra¢niho
faktoru 1/x?, obecné feseni je z = z?(c + In/|z|), platné v intervalech
(_007 0) a (Ou OO)

Nyni vsak POZOR: zpétné dosazeni

y=2"=a"(ct+ /)’ (7)

dava funkei, ktera vyhovi pavodni rovnici (5) pouze za dodatecného pred-
pokladu, Ze ¢ + In+/[z] > 0 (ov&ite podrobné!); tj. v (—oo, —exp(—2¢)) a
(exp(2c), +00).

V ¢em je zadrhel: v tomto okamziku pfechazim od rovnice (6) zpét k (5),
oviem y = 2% je opacna operace k z = VY pouze za podminky z > 0; pro
z < 0 by bylo z = —,/y a tudiz (6) by vypadala jinak.

Snad jednodu$si je si pamatovat, Ze z = /¥y je nutné nezéporné, tudiz
hledam jen nezaporna feseni rovnice (6). (Fakticky musim uvazovat pouze
kladné z, nebot pfi pfechodu od (5) k (6) délim funkei z = /y.)

Dale si rozmyslim, Ze y = 0 je FeSeni puvodni rovnice (5) v maximalnich
intervalech (—o00,0) a (0, 400). Toto feseni lze napojit v bodech — exp(—2c)
a exp(2¢).

Pozndmka. Podobna situace neni pti feSeni ODR vzacnosti: funkce spocitana
formalnim, bezmyslenkovitym postupem je feSeni ¢asto na mensi mnoziné nez
jeji na prvni pohled ziejmy ,defini¢ni obor*.



Reste Bernoulliho rovnice:
8. zy +y=uzy’lnz

9. iy — 2xy = 223>

_ 1
10. y/— = ﬁ
11. 2y +y =y’ Inz, y(1) = 1.

3 —x2

12. ¢y —xy = —y’e
13. v — 922y = (z° + 22)y*?, y(0) = 0.
14. y +dzy + 2% /g = 0, y(0) = 0.
15.

1
3y’ + Y + —0, y(1)=—¥7/2.

(14 2%)(7/2 — arccotgx) (1 + 22)y?

16. 2y — 6ytgx + 3yysina = 0, y(0) = (1/3)*3.
17.y —ay+ay* =0

18. ' +2y/a* + 2/y/2* =0

19. /' +ycotgx + cosz/2y = 0, y(r/2) = 2/V/3.
20.y —y—y*=0

21. 9 5
Y + Y s
zlnx x\/g
22. 5 3
Y
4y + —~= + —— =
VI Ty

23. 4y’ 4 3y + 3(cos’x — 1/2)e " /Yy =0
Vysledky.

T y= :I:\/(:v2 — 1) + ¢y/|2? — 1|, na intervalech, kde je vyraz pod odmoc-

ninou kladny; (subs. z = y?).

8) y=0,y= m, na intervalech, kde je jmenovatel nenulovy; (subs.

z=1/y).

9y =0ay = (ce® +1—2%)"", na intervalech, kde je jmenovatel

nenulovy; (subs. z = 1/y).



10) y = +\/z(c+In|z|), z € (—e¢,0) a z € (0,e7), (subs. z = y* ... jen
kladna z)

11) y = 1+1m, x € (1/e,00), (subs. z = 1/y)

12) y = £(e 2z +¢) "2, > —¢/2, y =0, z € R; (subs. z = y2)

13) y = (ce*” — (2% +2)/9), z € R. Pro dané ¢ mohou existovat az dva
nulové body tohoto FeSeni; v nich lze napojit feSeni y = 0, z € R. (subs.

z= )
14) y = 0, z € R, nebo y = (z — €)% %", < ¢ a nula jinde. z = y/2,
nutné y > 0, vétveni v bodé y = 0.

15) y = —{/arctgz/2, x € (0,00). z = y>, nutné y # 0, x # 0; vSimnu si,
e m/2 — arccotg x = arctg x. Obecné Fefeni y = {/C/ arctg x — arctg z/2.

16) y = (cosx/3)%?, x € (—7/2,7/2). y je FeSeni = —y je fedeni; y = 0
je feseni. z = y?/3 za predpokladu y > 0 dava y = (C/ cos? z + cosx/3)%/3,
je-li vyraz uvnitt zavorky kladny.

17) y =0,z € R. Pro y # 0 kladu z = 1/y, odtud y = 1/(Ce /% 4+ 1),
xefc,kdeIC—RproC>—1 IC—( 00, 0) nebo(Ooo)proC——l
a konetné Io = (—o00, —y/2In(—C)) nebo ( \/21n (), /2In(—C)) nebo
(v/2In(-C),00) pro C < —1.

18) y = 0 pro = € (—o0,0) nebo (0,00). Nutné y > 0. Kladu z = ,/y pro
y > 0, odtud y = (Ce/* —1)2, z € I¢, kde zavorka je kladna, tj. nutné C' > 0
a dale Ic = (0,00) pro C' > 1 nebo (—oo0,—1/InC) pro C' > 1 ¢& konecné
(0,—1/InC') pro C € (0,1). V bodech —1/1In C lze napojit nulové FeSeni.

19) y = /(5 —sin®x)/(3sin’z), = € (0,7). Nutné y # 0, kladu z = ¢?,
odtud y = ++/(3C —sin®z)/(3sin’ ), 2 € I¢ — z podminky 3C —sin®z > 0,
tj. Ic = (0,7) pro C' > 1/3aIs = (0, A) nebo (m1—A, 1), kde A = arcsin v/3C
pro C' € (0,1/3].

20) y =0, x € R. Pro y # 0 klademe z = 1/y, odtud y = 1/(Ce™" — 1),
x € lg,kde Ic =R pro C <0a lg = (—00,InC) nebo (InC, ) pro C > 0.
— Napojovat nelze (lokalni jednozna¢nost feseni!)

21)Nutney>0 r>0ax # 1 Kladu z = y*2, odtud y = ((2C —
In*z)/(2Inx))?3, x € Ig, kde I = (0,1) pro C < 0, zatimco pro C' > 0
Ic = (0, exp(—+v/2C)) nebo (1,exp v2C).

22) Nutné x > 0, y # 0; y feSeni —> —y je TeSeni. Pro y > 0 kladu
z = y*3 odtud y = £(Cexp(—2y/x) + 1)¥4, x € Ic, kde I = (0,00) pro
C>0alc=(In*(~C)/4,00) pro C < 0.

23) Nutné y # 0; y feeni = —y je feSeni. Pro y > 0 kladu z = y*/3,




odtud y = +(C — sin2x/4)¥*e=3/% 2 € Io + kn, k € Z. Zde I = R pro
C > 1/4, zatimco Ic = (A/2,m — A/2), A = arcsin4C pro C € [—1/4,1/4].

Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu.

Studujeme rovnici

M(z,y)dx + N(z,y) dy =0, (8)
kde M (z,y), N(x,y) : Q — R jsou spojité a 2 C R? je otevienad mnoZina.

Pozndmka. Nézorné feceno: feSenim (8) jsou kifivky, jejichz tecny vektor
(dx, dy) je v kazdém bodé roviny kolmy na vektor (M, N).

Rovnici (8) lze chapat jako souhrnné vyjadieni dvou (za jistych predpokla-
da ekvivalentnich) ODR prvniho fadu:

dy _ M(z,y)

dr  N(z,y) )

pro neznamou funkci y = y(z), nebo

dy — M(z,y)
pro neznamou funkci x = z(y).
Pokud existuje V = V(x,y) tak, ze
0,V =M, 0,V =N (11)

(v tomto smyslu je (8) totalnim diferenciadlem V'), jsou feSeni rovnic (9), (10)
implicitné vyjadrena podminkou V' (z,y) = konst.

Definice 3. Rovnice (8) se nazve exaktni, pokud M, N jsou C! a plati
OyM = O, N . (12)

Pozndmka. Pokud existuje V € C? tak, ze VV = (M, N), je (8) nutné
exaktni.

Plati i obracens: je-li (8) exaktni, existuje (alespon lokalng) V € C? tak,
ze (11) plati.

Postup FeSeni rovnice (8) je nasledujici:

1. Je-li rovnice exaktni, dopocteme V' tak, aby platilo (11); toto V' urcuje
feSeni ve smyslu predchozi diskuse.



2. Neni-li exaktni, ndsobime ji vhodnou nenulovou funkei (tzv. integracni
faktor) tak, aby byla exaktni, a postupujeme bodem 1.

Priklad 4. Mame rovnici (e* +vy) dz + (x+2y cosy?) dy = 0, tj. M = "+,
N = z + 2ycosy®. Rovnice je exaktni, chceme tedy najit V = V(z,y) tak,
aby platilo (11).

0. V(z,y) =e"+y
V(v,y) =e" +ay+C(y)

Co se dgje: y pro dany okamzik fixujeme, a uzijeme vétu, ze dvé funkce (zde
V(z,y) a e” + xy) maji stejnou derivaci (dle x), a tudiz se 1isi o konstantu C
— ta ale obecné zavisi na y, tedy C(y).

Druh4 rovnice v (11) implikuje

0,V =z +C'(y) = v + 2y cosy>
C'(y) = 2y cos y’”
C(y) =siny* +c

To, ze = ,zazratn& vypadlo z rovnice pro C(y), je pravé disledek exakt-
nosti. Vysledek: V (x,y) = e®+zy+sin y?, tedy FeSenim jsou kiivky implicitné
zadané rovnici

e® + zy +siny? = c.

Priklad 5. Je dana rovnice (22 + y) dx — v dy = 0. Rovnice neni exaktni.
Zkousime integracni faktor ve tvaru p = p(z). Podminka exaktnosti vynéso-
bené rovnice je

O, (=" + ()} = 0o — wpl@) }
coz se redukuje na xp'(x) = —2u(z). Zde nehledame obecné, nybrz libovolné
nenulové feseni, napf. u(z) = 1/x?. Vynasobena rovnice (1 + y/x?)dz —
dy/x = 0 je tedy exaktni, a dopo¢teme V = x — y/x.

Priklad 6. Uvazujme rovnici (22%/y + xy?) dx + 3z*y dy = 0. Rovnice nenf

exaktni. Zkousime integra¢ni faktor ve tvaru p = p(z/y). Podminka exakt-
nosti vynasobené rovnice je

0, {ulafn) (5= + 21)}y = 0u{ula 3y} (13)

Uvédomme si, ze O.pu(x/y) = /' (x/y)/y, Oyu(z/y) = —p/(x/y)z/y?, dle véty
o derivaci slozené funkce. Po zjednoduseni dostaneme
x

- w(z/y) -

— i (z/y)

oo



Tedy, nazveme-li proménnou funkce p jako t’, mame —p/(t)t = pu(t). Opét
staci n&jaké nenulové feSeni, napt. u(t) = 1/t. Integracni faktor je tedy y/x.

Vynasobena rovnice ma tvar (2z + y*) dz + 3zy® dy; lehce dopocteme
V = ay® + 22

Pozndmka. Klicem je hledani integracniho faktoru ve spravném tvaru. V
u¢ebnicovych prikladech vesmés funguje p jako funkee x, y, x +y, zy & z/y.

Reste rovnice ve tvaru totalniho diferencialu.

Neni-li Feceno jinak, hledejte integracni faktor jako funkci x nebo y.

d xd
24, 4 _ 2dy
Yy )

25. 4% + Vady = 0.
26. — ydz 4+ 2dv o — .

$2+y 2+y2
27. cos(z + 1)dz = 0.
Vydz (arcsin(x)+2 \/Q)dy .
28. \/—(@—1)(@+1) 2y =0

29. —yerx2dr + exxdy = 0.

30. (& —22)dr+ %=

31. (y* —y) dz + zydy = 0.

32. —sin(z) cos(y)dz — (cos(y))* dy = 0.
33. —sin(zy)ds — w = 0.

34. (z7'+Y)dz+ (1+a7 1) dy =0.

35. (i—‘g—y?>dx+<3+ >dy—0

36. (—g—2+1)dx+( Y3 )dy—()
37.:‘j—z+2%:0,u:u(xy).

38. — 2dx—|—( % — x3y? 2>dy:(),,u:,u(xy).
39. (—%3 + %) dr — % =0, p = p(zy).
40.5—;3+;f3—0 w= p(ry).

1’3 X $
41. =8 — = =0, p = p(x/y).

y
42. (—i y;) dr +2y*dy =0, p = u(y/z).




3

43. 0 (—5—5 — %) dy =0, pp = p(z/y).

44. (x_l - Z—i) de + (—y ' — %) dy =0, p = ply/z).
45. (%—@) dr + Y% = 0.

46. (y '+ Y de+ (y P+ 27 dy =0, p = u(zy).
Vysledky.

24) V =2

25) V =y /x.

26) V = arctan(Z).

27) V =sin(z + 1).

28) V = arcsin(x)/y + y.

29) V = ex.

30) u=2%V =zy —z.

3) u=y L, V=oy—uz

32) = (cos(y)) ™", V = cos(z) — sin(y).

33) p=y, V = cos(zy).

) p=x,V=x+y+uxy.

35) p=y* V=or+y'+ L

36) u=1y 2 V:x*1+y2+;—2.

37) u=uay, V=u+y>.

38) =5 V=yl—ay+y?

z2y27

39)u:x V==L g1

Ty

43)/1—%,\/:3;_1—%.
44y p=2V==2_1
45) p=73,V =z +y—sin(z)

10



