Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu.

Studujeme rovnici
M(z,y)dz + N(z,y) dy =0, (8)

kde M (z,y), N(x,y) : Q@ — R jsou spojité a  C R? je oteviena mnoZina.

Pozndmka. Néazorné feCeno: feSenim (8) jsou kiivky, jejichz teény vektor
(dx, dy) je v kazdém bodé roviny kolmy na vektor (M, N).

Rovnici (8) Ize chapat jako souhrnné vyjadieni dvou (za jistych predpokla-
du ekvivalentnich) ODR prvniho radu:

dy _ M(z,y)

dr  N(z,y) 9)

pro neznamou funkci y = y(z), nebo

dy — M(z,y)
pro neznamou funkei z = z(y).
Pokud existuje V = V(x,y) tak, ze
V=M, V=N (11)

(v tomto smyslu je (8) totalnim diferencidlem V'), jsou feSeni rovnic (9), (10)
implicitné vyjadiena podminkou V' (z,y) = konst.

Definice 3. Rovnice (8) se nazve exaktni, pokud M, N jsou C! a plati
9,M = 0,N . (12)

Pozndmka. Pokud existuje V € C? tak, ze VV = (M, N), je (8) nutnd
exaktni.

Plati i obracené: je-li (8) exaktni, existuje (alespon lokalng) V' € C? tak,
ze (11) plati.

Postup feseni rovnice (8) je nasledujici:

1. Je-li rovnice exaktni, dopocteme V' tak, aby platilo (11); toto V" urcuje
feSeni ve smyslu predchozi diskuse.

2. Neni-li exaktni, ndsobime ji vhodnou nenulovou funkei (tzv. integracni
faktor) tak, aby byla exaktni, a postupujeme bodem 1.
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Priklad 4. Mame rovnici (e* +vy) dz + (z+ 2y cosy?) dy = 0, tj. M = "+,
N = x + 2ycosy?®. Rovnice je exaktni, chceme tedy najit V = V(xz,y) tak,
aby platilo (11).

0,V (z,y) =€ +y
V(z,y) =e" +xy+ Cly)

Co se déje: y pro dany okamzik fixujeme, a uzijeme vétu, ze dvé funkce (zde
V(z,y) a e® + xy) maji stejnou derivaci (dle z), a tudiz se lisi o konstantu C
— ta ale obecné zavisi na y, tedy C(y).

Druha rovnice v (11) implikuje

0,V =z +C'(y) = v + 2y cos >
C'(y) = 2y cos y”
C(y) = siny® + ¢

~((

To, ze = ,zazratn& vypadlo z rovnice pro C(y), je pravé disledek exakt-
nosti. Vysledek: V (x,y) = e®+zy+sin y?, tedy FeSenim jsou kiivky implicitné
zadané rovnici

e® + xy +siny? = c.

Priklad 5. Je dana rovnice (2 + y) dz — xdy = 0. Rovnice neni exaktni.
Zkousime integracni faktor ve tvaru p = p(z). Podminka exaktnosti vynéso-
bené rovnice je

Oy { (2 +y)u(x)} = 0 { — zp(x)},

coz se redukuje na xp/(x) = —2u(z). Zde nehledame obecné, nybrz libovolné
nenulové feseni, napf. u(z) = 1/x?. Vynasobena rovnice (1 + y/x?)dz —
dy/z = 0 je tedy exaktni, a dopo¢teme V = x — y/x.

Priklad 6. Uvazujme rovnici (222 /y + 2y?) dr + 32%y dy = 0. Rovnice nenf
exaktni. ZkouSime integra¢ni faktor ve tvaru pu = p(x/y). Podminka exakt-
nosti vynasobené rovnice je

222

8y{ﬂ(x/y)<7 +ay®) } = 0, {pu(x/y)32%y} . (13)

Uvédomme si, ze O.u(z/y) = /' (x/y)/y, Oyu(z/y) = —p/(x/y)z/y?, dle vty
o derivaci slozené funkce. Po zjednoduseni dostaneme

T

—1(2/y) - n(z/y).

Tedy, nazveme-li proménnou funkce p jako t’, mame —p/(t)t = pu(t). Opét
staci n&jaké nenulové feSeni, napt. u(t) = 1/t. Integracni faktor je tedy y/x.

Vynasobena rovnice ma tvar (2z + y*) dz + 3zy® dy; lehce dopocteme
V = xy® + 22

12



Pozndmka. Klicem je hledani integracniho faktoru ve spravném tvaru. V
ucebnicovych piikladech vesmés funguje p jako funkce z, y, © +y, zy ¢ x/y.
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