Ulohy na integraéni faktor

Hntegracni faktor je vhodné zvolena funkce, kterou nasobime studovanou
rovnici, aby se stala derivaci (obecnéji totalnim diferencidlem) ,nééeho®. Tim
dostaneme (implicitné zadané) feSeni.

Regenf linearnich rovnic 1. fadu se pomoci integra¢niho faktoru redukuje
na vypocet dvou primitivnich funkci. Na linearni rovnice 1. fadu jsou formal-
né lehce prevoditelné Bernoulliho rovnice.

Zobecnénim linedrnich ODR 1. fadu jsou tzv. rovnice ve tvaru totalniho
diferencialu.

Linearni ODR 1. fAdu

Definice 1. Linearni ODR 1. f4du rozumime rovnici

Y +a(z)y = b(z). (1)

Rovnici povazujeme za linedrni, protoze linearni je zavislost (levé strany)
na neznamé funkci y = y(z); koeficienty rovnice a(z), b(x) jsou obecné ne-
linedrni funkce x.

Véta 1 (Resenf linearni ODR 1. fadu.). Je ddna rovnice (1). Necht a(z),
b(x) jsou spojité v I, necht A(x) = [ a(x)dx, B(z) = [ b(z)exp A(zx)dx v 1.
Necht ¢ € R je libovolné. Potom

y(z) = exp(—A(x)) [ B(z) + ]

je FeSent rovnice (1) v I. Naopak: vSechna teseni rovnice (1) v I maji tento
tvar.

Pozndmka. Vyraz exp A(z) se nazyva integracni faktor. Dikaz samotné véty
je velmi jednoduchy (a je uzitecné jej znét pii FeSeni piikladii): Nasobime
rovnici exp A(z) a vzhledem k tomu, Ze (exp A(m))/ = a(z) exp A(z), dosta-
vame
Y/ () exp A(z) + y(2)(exp A(x))’ = b(z) exp A(z)
(y(z) exp A(w))" = B'(x)

Uzijeme tvrzeni, ze f'(z) = ¢'(x) v I, pravé kdyz f(z) = g(x) + ¢ pro vhodné
ceR.



Poznamka. Protoze se jedna o linearni tlohu, mizeme k feSeni pouzit také
metodu variace konstant. PTislusna homogenni rovnice zni
/ )
y' = —al(x)y;

jeji obecné feSenf ma tedy tvar y = cexp(—A(x)), kde A(z) = [a(z)dx
stejné jako vySe. Nyni hledame partikularni feseni ve tvaru

Yp = c(x) exp(—A(x)).

Protoze y, = c'(z) exp(—A(x))—c(z)a(z) exp(—A(x)), po dosazeni do rovnice
a jednoduché tpravé dostaneme

d(z) = b(z) exp A(x)
tedy c(z) = [ b(x) exp A(x)dz. ObdrZené feseni ma tyz tvar jako ve V&te 1.
Piiklad 1. Rovnice ¢/ +ycosz = (1 + z)e™ s,

sin x

Reseni. Integracéni faktor je €%, rovnice po vynasobeni pfejde na

/ smm

y'eSm? 4 ycos et =14z

(yesina:)’ Z

= (z+ %)

odtud obecné feseni y(z) = (x + % + e 57 7 € R,

Piiklad 2. Rovnice xy — 3y = x*.

Reseni. Uvedeme na tvar (1); coz lze v intervalech (—o0,0) a (0, +00):
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Protoze 5
/_—dx = —3In|z| = In|x| 3,
x
3

obdrzime integra¢ni faktor |x|~3; budeme ale pracovat radéji s funkei 273 —
jen zména znaménka na intervalu (—oo,0). Nasobeni rovnice (2) dava
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Vypocet jsme provadéli za predpokladu x # 0; splnéni rovnice je tak zaru¢eno
na intervalech (—o0,0) a (0,400). Diky spojitosti y, ¢’ je rovnice splnéna i
v bodé z = 0. Protoze y(0) = ¢/(0) = 0 nezévisle na C, lze TeSeni s raznymi
konstantami v pocatku napojit. Obecné feSeni ma tedy tvar

(2) = x4+ Cy), <0
M=V r ), 220

kde C7, Cs € R jsou libovolna.



