
Bifurka
eJe dána rovni
e
x′ = f(x, µ) , (1)kde µ ∈ R je parametr, x ∈ Rn neznámá funk
e. P°edpokládáme, ºe pravástrana f je hladká.De�ni
e 1 (Neformální.). �ekneme, ºe rovni
e (1) má v bod¥ (x0, µ0) bi-furka
i, jestliºe 
hování °e²ení v okolí bodu x0 se podstatným zp·sobem zm¥nív okamºiku µ = µ0.Podstatnou zm¥nou 
hování rozumíme typi
ky vznik/zánik sta
ionárníhobodu £i zm¥nu jeho stability.Základní 1d bifurka
e.V následují
ím uvedeme základní typy jedno-dimenzionální
h bifurka
í, tedyp°ípad x ∈ R. Bifurka
e znázor¬ujeme na tzv. bifurka£ním diagramu: doroviny (µ, x) vykreslujeme sta
ionární body, neboli °e²ení rovni
e f(x, µ) = 0(v grafu modrou barvou). Je zvykem stabilní ekvilibria zna£it plnou £arou,nestabilní p°eru²ovanou £arou. Sm¥r pr·b¥hu °e²ení p°i pevném µ � odpovídáznaménku f(x, µ) � je nazna£en ²ipkami.P°íklad 1. Bifurka
e �sedlo-uzel� vzniká u rovni
e x′ = µ−x2. Pro µ < 0 ne-jsou ºádné sta
ionární body; pro µ = 0 se v po£átku objeví jeden sta
ionárníbod, který se pro µ > 0 rozpadne na dva: stabilní a nestabilní (Obrázek 1).Poznámka. Termín �sedlo-uzel� je v jednodimenzionálním p°ípad¥ pon¥kudmatou
í; analogi
ký p°ípad v R
2 odpovídá situa
i, kdy vznikne nový sta-
ionární bod, který se vzáp¥tí rozpadne na (stabilní) uzel a (nestabilní) sedlo.Viz P°íklad 5 níºe.P°íklad 2. �Transkriti
ká� bifurka
e se objeví u rovni
e x′ = µx − x2. Pro

µ < 0 vidíme stabilní a nestabilní ekvilibrium, která se k sob¥ s rostou
ím
µ p°ibliºují. V bod¥ µ = 0 se jeji
h dráhy protnou a typ stability se vym¥ní(Obrázek 2).P°íklad 3. �Vidli£ková� bifurka
e je kombina
í p°ed
hozí
h. P°íkladem jerovni
e x′ = µx− x3. Pro µ < 0 máme stabilní sta
ionární bod, z kterého sepro µ = 0 odd¥lí dva nové, zatím
o p·vodní bod ztrá
í stabilitu (Obrázek 3).Poznámka. Ve v²e
h uvedený
h p°ípade
h jsou v bod¥ bifurka
e, tedy pro
(x0, µ0) = (0, 0), spln¥ny rovni
e

f(x, µ) = 0

∂xf(x, µ) = 01
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x

Obrázek 1: Bifurka
e �sedlo-uzel� 1dLze ukázat, ºe (pro jednodimenzionální rovni
i) jsou to nutné podmínkybifurka
e. Dal²í podstatná vlastnost: v ºádném okolí bodu bifurka
e nelzemnoºinu {f(x, µ) = 0} vyjád°it jako graf funk
e prom¥nné µ.P°íklad 4 (Ne-bifurka
e.). Rovni
e x′ = x−sin µ má jediný sta
ionární bod
x = sinµ. P°i zm¥n¥ µ se tento bod posouvá, je ni
mén¥ stále nestabilní. Zdetedy nedo
hází k ºádné bifurka
i (Obrázek 4).
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Obrázek 2: �Transkriti
ká� bifurka
e
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Obrázek 3: �Vidli£ková� bifurka
e3
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Obrázek 4: �ádná bifurka
e.
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�e²te úlohy na bifurka
e.1. Na£rtn¥te bifurka£ní diagramy, ur£ete typy bifurka
í:(a) x′ = µ− x2(b) x′ = µ+ x2 − x3(
) x′ = µ2 + x2 − 1(d) x′ = 1− µx

(e) x′ = µ− sin x(f) x′ = sinµ− x(g) x′ = µ2 − x2(h) x′ = µx2. Ne
h´ polynom p(x) má v bod¥ x0 jednodu
hý ko°en, tj. p(x0) = 0,
p′(x0) 6= 0. Potom polynom p̃(x) s nepatrn¥ zm¥n¥nými koe�
ienty má blízko
x0 op¥t jednodu
hý ko°en.
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Návody a výsledky.1) (a) sedlo-uzel v bod¥ (µ, x) = (0, 0)(b) sedlo-uzel v (0, 0) a (−4/27, 2/3)(
) sedlo-uzel v (−1, 0) a (1, 0)(d) ºádné bifurka
e(e) sedlo-uzel v (−1, (2k − 1)π/2), (1, (2k + 1)π/2)(f) ºádné bifurka
e(g) transkriti
ká v (0, 0)(h) bifurka
e v bod¥ (0, 0)2) Pouºijte v¥tu o impli
itní funk
i na
F (a0, . . . , an, x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . a0
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Bifurka
e v rovin¥.P°íklad 5 (Bifurka
e sedlo-uzel � vznik symbiózy.). Zabýváme se soustavourovni

a′ = a(K − a) +

ap

p+ 1
(2)

p′ = −p

2
+

ap

p+ 1
(3)popisují
í symbiózu mezi rostlinou p a hmyzem (opylova£em) a. Mod°e jevyzna£en £len popisují
í vzájemnou pozitivní vazbu. V nep°ítomnosti hmyzu(a = 0) rostliny exponen
iáln¥ hynou, zatím
o pro p = 0 (ºádné rostliny) má

a limitu K (=p°irozená kapa
ita prost°edí).Studujeme 
hování °e²ení v prvním kvadrantu (a, p ≥ 0) v závislostina parametru K. Systém má vºdy sta
ionární body (0, 0) a (K, 0); striktn¥uvnit° prvního kvadrantu platí
a′ = 0 ⇐⇒ p =

a−K

K + 1− a
(4)

p′ = 0 ⇐⇒ p = 2a− 1 (5)Sou£asné spln¥ní t¥
hto rovni
 odpovídá existen
i dal²í
h ekvilibrií a vede nakvadrati
kou rovni
i
2a2 − 2a(K + 1) + 1 = 0 (6)s diskriminantem D = 4(K + 1)2 − 8, jenº je roven 0 práv¥ kdyº K nabývákriti
ké hodnoty

K0 =
√
2− 1 .Rozli²ujeme t°i p°ípady (viz Obrázky 5, 6, 7).(i) K < K0 � rovni
e (6) nemá °e²ení, tj. k°ivky (4), (5) (v obrázku£ervené) se neprotínají. Z vy²et°ení sm¥ru pr·b¥hu °e²ení (²edé ²ipky) jepatrné, ºe v²e
hna °e²ení mají pro t → ∞ limitu v bod¥ (K, 0) (modrýkrouºek).(ii) Pro K = K0 se k°ivky (4), (5) dotýkají, £ímº vzniká sta
ionární bod

(x0, y0) = (1/
√
2,
√
2− 1) .Mati
e lineariza
e v tomto bod¥ má jedno nulové a jedno záporné vlastní£íslo. Stabilní varieta (odpovídají
í zápornému vlastnímu £íslu) je zhrubanazna£ena ²ipkami; °e²ení leºí
í nad nimi (nebo v sektoru B) mají za limitubod (x0, y0), zatím
o °e²ení v sektoru A sm¥°ují op¥t do (K, 0), tedy (x0, y0)není stabilní. 7
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Obrázek 5: Subkriti
ký p°ípad K < K0(iii)Dal²í zv¥t²ení K vede k rozd¥lení (x0, y0) na stabilní uzel a nestabilnísedlo. Konkrétn¥ pro K = K0 + 0.05 máme
(x1, y1)

.
= (0.542, 0.085) (sedlo)

(x2, y2)
.
= (0.922, 0.844) (uzel)�e²ení v sektoru C sm¥°ují k bodu (x2, y2).Poznámka. V²imn¥te si, ºe v okamºiku bifurka
e (K = K0) sta
ionární bod

(x0, y0) není hyperboli
ký. Lze ukázat, ºe to je nutná podmínka bifurka
e,nebo´ hyperboli
ké sta
ionární body jsou robustní (
hování °e²ení v jeji
hokolí se nem¥ní p°i hladké perturba
i soustavy.)P°íklad 6 (Jednodu
há bifurka
e sedlo-uzel). Uvaºujme soustavu
x′ = (1 + ε)x− y + x2

y′ = (1 + ε)y − x+ y2Pro ε = 0 je v po£átku (jediný) sta
ionární bod, který je nestabilní a ne-hyperboli
ký (spektrum lineariza
e {0, 2}). Obrázek 8 � izo£áry {y′ = 0}£ervené, {x′ = 0} modré; °e²ení £erné.8
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Obrázek 6: Kriti
ký p°ípad K = K0Pro ε > 0 malé se po£átek stává nestabilním uzlem (spektrum {ε, 2+ε}).Vzniká dal²í sta
ionární bod (−ε,−ε) : sedlo se spektrem {−ε, 2 − ε}. VizObrázek 9; orbit spojují
í ekvilibria je sv¥tle modrý.P°íklad 7 (Poru²ení homoklini
kého orbitu). Uvaºujme systém
x′ = y

y′ = εy + x− x2Pro ε = 0 máme dva sta
ionární body : po£átek (sedlo se spektrem {±1}) abod (1, 0), jehoº stabilitu lineariza
í nelze ur£it (spektrum {±i}). Funk
e
V (x, y) = y2 − x2 + 2x3/3 je první integrál, neboli kaºdé °e²ení spl¬uje
V (x, y) = C s vhodným C, viz Obrázek 10. Pro C = 0 dostáváme po£átek ap°íslu²nou stabilní (zelená) a nestabilní (£ervená) varietu, splývají
í v pravépolorovin¥ v jeden homoklini
ký orbit (tmav¥ modrá).Pro C ∈ (−1/3, 0) jsou V (x, y) = C jednodu
hé uzav°ená k°ivky, odpoví-dají
í periodi
kým °e²ením kolem bodu (1, 0). Odsud si leh
e rozmyslíme, ºetento bod je stabilní, le£ není asymptoti
ky stabilní.Pro ε > 0 resp. ε < 0 je nyní V (x, y) rostou
í resp. klesají
í podél °e²ení.Bod (1, 0) je nestabilní resp. asymptoti
ky stabilní.9
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Obrázek 7: Superkriti
ký p°ípad K > K0Homoklini
ký orbit se �roztrhne�. Pro ε > 0 se stabilní £ást stane het-eroklini
kým orbitem, spojují
ím po£átek s (nyní nestabilním) bodem (1, 0),na Obrázku 11(a) zelen¥. Nestabilní £ást (£ervená) utíká do nekone£na.Pro ε < 0 spojuje nyní nestabilní varieta (Obrázek 11(b), £ervená) po£átekse (stabilním) ekvilibriem (1, 0); stabilní £ást variety (zelená) p°ibíhá z nekone£na.Poznámka. Pro ε = 0 nastává v bod¥ (1, 0) takzvaná Hopfova bifurka
e,kterou se budeme podrobn¥ji zabývat níºe.P°íklad 8 (Poru²ení heteroklini
kého orbitu). Uvaºujeme soustavu
x′ = λ+ 2xy

y′ = 1 + x2 − y2Pro λ = 0 vidíme °e²ení na Obrázku 12(a). Mnoºina x′ = 0 resp. y′ = 0 jevyzna£ena mod°e resp. £erven¥. Existují dva sta
ionární hyperboli
ké body
(0,±1). Jde o sedla spojená heteroklini
kým orbitem (zelená).Pro λ < 0 se oba sedlové body mírn¥ posunou, typ stability z·staneza
hován. Heteroklini
ký orbit se v²ak stává globáln¥ de�novaným °e²ením(Obrázek 12(b), zelená).Poznámka. Homoklini
ký orbit = orbit spojují
í stabilní a nestabilní vari-etu téhoº sta
ionárního bodu (oµoς, °e
ky �stejný�). Heteroklini
ký orbit =10



Obrázek 8: P°íklad 6 pro ε = 0orbit spojují
í stabilní a nestabilní varietu dvou r·zný
h sta
ionární
h bod·(ετε̺oς, °e
ky �r·zný�).
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Obrázek 9: P°íklad 6 pro ε > 0

Obrázek 10: P°íklad 7 pro ε = 012



(a) ε > 0 (b) ε < 0Obrázek 11: P°íklad 7 pro ε 6= 0

(a) λ = 0 (b) λ < 0Obrázek 12: P°íklad 813



Hopfova bifurka
e.Motiva£ní p°íklad. Uvaºujme lineární systém
x′ = µx− y

y′ = x+ µy .Spektrum mati
e je {µ ± i}; po£átek ztrá
í stabilitu v okamºiku µ = 0.Pr·b¥h °e²ení vidíme na Obrázku 13.
(a) µ < 0 (b) µ = 0 (
) µ > 0Obrázek 13: Ztráta stability lineární soustavy�e²ení b¥ºí po spirále, jejíº ry
hlost zavinování/rozvinování se m¥ní sparametrem µ. Fakt, ºe pro vhodnou kriti
kou hodnotu µ spirála degenerujev uzav°enou k°ivku, tj. objeví se periodi
ká °e²ení, se jeví jako �robustní�,tj. m¥l by nastat i za p°ítomnosti £len· vy²²ího °ádu. P°esn¥ to je obsahemHopfovy v¥ty o bifurka
i.V¥ta 1 (Hopf.). Pro (x, y, µ) v okolí (0, 0, 0) uvaºujeme systém

(

x′

y′

)

= Aµ

(

x
y

)

+

(

f(x, y, µ)
g(x, y, µ)

)

, (7)kde mati
e Aµ závisí na parametru µ. P°edpokládejme, ºe σ(Aµ) = {α(µ)±
iω(µ)}, kde α(·), ω(·) jsou C2 funk
e a platí:

α(0) = 0 , α′(0) 6= 0 , ω(0) 6= 0 . (8)Funk
e f , g jsou poru
hy vy²²ího °ádu, tj.
f = 0 , g = 0 , ∇x,yf = 0 , ∇x,yg = 0 , v bod¥ (0, 0, µ).Potom existují δ, ∆ > 0 a C1 funk
e ϕ : (0, δ) → (−∆,∆) taková, ºepro kaºdé a ∈ (0, δ) má systém (7) p°i volb¥ µ = ϕ(a) netriviální periodi
ké°e²ení, pro
házejí
í bodem (x, y) = (a, 0).14



Klí£ový je p°edpoklad (8) zaru£ují
í, ºe spektrum p°ekro£í imaginární osunenulovou ry
hlostí a p°i striktn¥ nenulové imaginární £ásti.Hlavní výsledek v¥ty � existen
e netriviální
h periodi
ký
h °e²ení blízkopo£átku � z prakti
kého hlediska mnoho ne°íká. Proto se hodí následují
ízp°esn¥ní (s mimo°ádn¥ komplikovaným d·kazem).V¥ta 2. Ne
h´ jsou spln¥ny p°edpoklady V¥ty 1, ne
h´ naví

A0 =

(

0 −ω0

ω0 0

)

.Potom existuje hladká zám¥na sou°adni
 taková, ºe r =
√

x2 + y2 se 
hovákvalitativn¥ stejn¥ jako °e²ení rovni
e
r′ = dµr + ar3 , (9)kde d = α′(0) a konstantu a lze vypo£íst ze vztahu

16a = fxxx + fxyy + gxxy + gyyy

+
1

ω0

[

fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy
]

,kde fxy atd. zna£í p°íslu²nou par
iální deriva
i, vypo£tenou v bod¥ (x, y, µ) =
(0, 0, 0).P°íklad 9. M¥jme rovni
e

x′ = −µx− y

y′ = x+ y3To je systém tvaru (7) s f = 0, g = y3 a
Aµ =

(

−µ −1
1 0

)

.Spektrum Aµ je {−µ/2 ± i
√

4− µ2/4} (pro µ malá), p°edpoklady obouv¥t jsou spln¥ny.Máme d = −1/2, ω0 = 1 a a = 3/8; rovni
e (9) dostává tvar
r′ = r

(

− µ

2
+

3

8
r2
)

.Pr·b¥h °e²ení na£rtneme do bifurka£ního diagramu v rovin¥ (µ, r). Pro
r > 0 odpovídá podmínka r′ = 0 kruºni
i, tj. netriviálnímu periodi
kému°e²ení. Tato °e²ení se objeví pro µ > 0 a jsou nestabilní.15
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Poznámka. V¥ta 2 spe
iáln¥ umoº¬uje ur£it stabilitu po£átku pro µ = 0,kdy se (9) redukuje na r′ = ar3. V²imn¥te si, ºe v daném p°ípad¥ klasi
kév¥ty o linearizované stabilit¥ nelze pouºít, nebo´ spektrum mati
e je ryzeimaginární. O stabilit¥ tedy rozhodnou £leny vy²²ího °ádu a je pozoruhodné,ºe ve²kerá informa
e je obsaºena v jediné konstant¥ a.To lze pouºít i ve zjednodu²eném p°ípad¥, kdy bifurka£ní parametr ig-norujeme (resp. je roven 0).P°íklad 10. Máme systém
x′ = −y + x2

y′ = x+ x2Mati
e lineariza
e v po£átku má ºádaný tvar
(

0 −1
1 0

)

.Snadný výpo£et ukazuje, ºe a = −1/4, a tedy po£átek je stabilní. Pokustese odvodit stabilitu po£átku jinými metodami � není to snadné!P°íklad 11. Uvaºujme rovni
i
x′′ + (x2 − µ)x′ + 2x+ x3 = 0 ,kterou obvyklou substitu
í y = x′ p°evedeme na systém
x′ = y , (10)
y′ = −2x+ µy − x2y − x3 . (11)Jsou spln¥ny p°edpoklady V¥ty 1, nikoliv v²ak V¥ty 2, nebo´

Aµ =

(

0 1
−2 µ

)16



tedy σ(Aµ) = {µ/2 ± i/2
√

8− µ2}, av²ak Aµ nemá poºadovaný antisymet-ri
ký tvar pro µ = 0. Problém °e²í následují
íPomo
ný výpo£et. Je-li A reálná mati
e 2 × 2 se spektrem {α ± iω},je nutn¥ podobná mati
i
B =

(

α −ω
ω α

)Mati
i p°e
hodu spo£teme následují
ím trikem: najdeme vektor U ∈ C2takový, ºe AU = (α−iω)U . Rozklad na reálnou a imaginární £ást U = u+iv,kde u, v ∈ R2, dává
Au = αu+ ωv

Av = −ωu+ αvjinými slovy, A má v·£i bázi {u, v} tvar B. Pro transforma£ní mati
i T sesloup
i u, v (v tomto po°adí) tedy platí
A = TBT−1 , B = T−1AT .Má-li tedy p·vodní rovni
e tvar

X ′ = AX + F (X) , (12)kde X ∈ R2, vede substitu
e X = TY £ili Y = T−1X na rovni
i
Y ′ = BY + T−1F (TY ) . (13)Pokra£ování p°íkladu. V na²em konkrétním p°ípad¥ má A0 spektrum

{±i
√
2}, tedy U = (U1, U2) hledáme z rovni
e

(

−i
√
2 −1

2 −i
√
2

)(

U1

U2

)

=

(

0
0

)Moºné °e²ení je U = (i
√
2, 2); odpovídají
í transforma£ní mati
e jsou

T =

(

0
√
2

2 0

)

, T−1 =

(

0 1/2

1/
√
2 0

)

.Chápeme nyní (10-11) jako systém (12), tj. X = (x, y), A = Aµ a
F (X) =

(

0
−x2y − x3

)

.17



Substitu
í X = TY , kde Y = (u, v), dostaneme � viz (13) � pro µ = 0:
u′ = −

√
2v − 2uv2 −

√
2v3 ,

v′ =
√
2u ,
oº je poºadovaný tvar. Lze aplikovat V¥tu 2, dle které se r = √

u2 + v2 
hovájako °e²ení rovni
e
r′ = dµr + ar3 .Zde d = 1/2, a = −1/4, odkud po£átek stabilní pro µ ≤ 0, zatím
o pro µ > 0je po£átek nestabilní a objeví se stabilní periodi
ké orbity o polom¥ru 

a

r =
√
2µ.
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�e²te úlohy na Hopfovu bifurka
i.3. Ukaºte, ºe systém
x′ = f(x, y) , y′ = g(x, y)p°i polární
h sou°adni
í
h x = r cosϕ, y = r sinϕ p°e
hází na

r′ = cosϕ f(r cosϕ, r sinϕ) + sinϕ g(r cosϕ, r sinϕ)

rϕ′ = − sinϕ f(r cosϕ, r sinϕ) + cosϕ g(r cosϕ, r sinϕ)4. Ukaºte pomo
í polární
h sou°adni
, ºe pro µ blízká 0 se u systému
x′ = µx− y + f(x, y)

y′ = x+ µy + g(x, y)objeví v okolí bodu (0, 0) netriviální periodi
ká °e²ení. Nakreslete bifurka£nídiagram pro (r, µ). � Porovnejte s pat°i£nými v¥tami o Hopfov¥ bifurka
i.(a)
f(x, y) = x

√

x2 + y2

g(x, y) = y
√

x2 + y2(b)
f(x, y) = −y

√

x2 + y2

g(x, y) = x
√

x2 + y2(
)
f(x, y) = −x(x2 + y2)

g(x, y) = −y(x2 + y2)5. Ukaºte existen
i Hopfovy bifurka
e v bod¥ (x, y, µ) = (0, 0, 0) pro danésystémy. Vy²et°ete stabilitu po£átku a periodi
ký
h °e²ení.(a) x′ = −µx− y, y′ = x+ y3(b) x′′ + (x′)3 − µx′ + x = 0(
) x′ = µx+ y + µx2 − x2 − xy2, y′ = −x+ y2(d) x′ = y − x3, y′ = −x+ µy − x2y(e) x′ = µx+ y − x3 cosx, y′ = −x + µy(f) x′ = y − 2x2, y′ = −x+ µy − x2(1 + y)(g) x′ = −µx+ y + x2, y′ = −x+ x2 − yx219



Návody a výsledky.3) Vyjd¥te ze vztah·
x′ = r′ cosϕ− rϕ′ sinϕ

y′ = r′ sinϕ+ rϕ′ cosϕ4) (a) r′ = µr + r2, ϕ′ = 1; kruºni
e r = −µ pro µ < 0(b) r′ = µr, ϕ′ = 1 + r; kruºni
e (s libovolným polom¥rem) pro µ = 0(
) r′ = µr − r3, ϕ′ = 1; kruºni
e r =
√
µ pro µ > 05) (a) d = −1/2, ω0 = −1, a = 3/8; tedy r′ = r/2(−µ+3r2/4); nestabilnípo£átek pro µ ≤ 0; stabilní po£átek a nestabilní per. °e²ení pro µ > 0.(b) d = 1/2, ω0 = −1, a = −3/8; tedy r′ = −r/8(3r2−4µ); stabilní po£átekpro µ ≤ 0; nestabilní po£átek a stabilní per. °e²ení pro µ > 0.(
) d = 1/2, ω0 = −1, a = −1/8; tedy r′ = −r/8(r2 − 4µ); stabilní po£átekpro µ ≤ 0; nestabilní po£átek a stabilní per. °e²ení pro µ > 0.(d) d = 1/2, ω0 = −1, a = −1/2; tedy r′ = −r/2(r2 − µ); stabilní po£átekpro µ ≤ 0; nestabilní po£átek a stabilní per. °e²ení pro µ > 0.(e) d = 1/2, ω0 = −1, a = −3/8; tedy r′ = −r/8(3r2−4µ); stabilní po£átekpro µ ≤ 0; nestabilní po£átek a stabilní per. °e²ení pro µ > 0.(f) d = 1/2, ω0 = −1, a = 3/8; tedy r′ = r/2(µ+3r2/4); nestabilní po£átekpro µ ≥ 0; stabilní po£átek a nestabilní periodi
ká °e²ení pro µ < 0.(g) d = −1/2, ω0 = 1, a = −3/8; tedy r′ = −r/8(4µ+3r2); stabilní po£átekpro µ ≥ 0; nestabilní po£átek a stabilní periodi
ká °e²ení pro µ < 0.
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