Bifurkace

Je déna rovnice

x’ = f(z, 1), (1)
kde u € R je parametr, z € R"” neznamé funkce. Predpokladame, Ze prava
strana f je hladka.

Definice 1 (Neformalni.). Rekneme, e rovnice (1) ma v bod& (zq, o) bi-
furkaci, jestlize chovani feseni v okoli bodu xg se podstatngm zpiisobem zméni
v okamziku p = pp.

Podstatnou zménou chovani rozumime typicky vznik /zanik stacionarniho
bodu ¢i zménu jeho stability.

Zakladni 1d bifurkace.

V nésledujicim uvedeme zakladni typy jedno-dimenzionélnich bifurkaci, tedy
piipad x € R. Bifurkace znazoriujeme na tzv. bifurka¢nim diagramu: do
roviny (i, z) vykreslujeme stacionarni body, neboli feseni rovnice f(x, ) =0
(v grafu modrou barvou). Je zvykem stabilni ekvilibria znacit plnou ¢arou,
nestabilni pferusovanou ¢arou. Smér pribéhu feseni pii pevném p — odpovidé
znaménku f(x, p) — je naznacen Sipkami.

Piiklad 1. Bifurkace ,sedlo-uzel” vznika u rovnice ' = p—z% Pro u < 0 ne-
jsou zadné stacionarni body; pro p = 0 se v poc¢atku objevi jeden stacionarni
bod, ktery se pro > 0 rozpadne na dva: stabilni a nestabilni (Obrézek 1).

Poznamka. Termin ,sedlo-uzel* je v jednodimenzionalnim ptipadé ponékud
matouci; analogicky piipad v R? odpovida situaci, kdy vznikne novy sta-
cionarni bod, ktery se vzapéti rozpadne na (stabilni) uzel a (nestabilni) sedlo.
Viz Piiklad 5 nize.

Piiklad 2. ,Transkritickd“ bifurkace se objevi u rovnice 2’ = ux — 2. Pro
i < 0 vidime stabilni a nestabilni ekvilibrium, kterd se k sobé s rostoucim
p priblizuji. V bodé p = 0 se jejich drahy protnou a typ stability se vyméni
(Obrazek 2).

Priklad 3. ,Vidlickova“ bifurkace je kombinaci predchozich. Prikladem je
rovnice 2/ = px — 3. Pro u < 0 méame stabiln{ stacionarni bod, z kterého se
pro i = 0 oddéli dva nové, zatimco ptivodni bod ztraci stabilitu (Obrazek 3).

Pozndmka. Ve vSech uvedenych piipadech jsou v bodé bifurkace, tedy pro
(xo, to) = (0,0), splnény rovnice
flz,p)=0
Ou f(x,pt) =0



Obrézek 1: Bifurkace ,sedlo-uzel“ 1d

Lze ukéazat, ze (pro jednodimenziondlni rovnici) jsou to nutné podminky
bifurkace. Dal3i podstatna vlastnost: v zadném okoli bodu bifurkace nelze
mnozinu { f(z, u) = 0} vyjadrit jako graf funkce proménné .

Piiklad 4 (Ne-bifurkace.). Rovnice 2/ = x —sin ;r m4 jediny stacionarni bod
x = sin p. Pii zméné p se tento bod posouvé, je nicméné stéle nestabilni. Zde
tedy nedochézi k zadné bifurkaci (Obrazek 4).
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Obrézek 2: Transkritickd* bifurkace

Obrazek 3: ,Vidlickova“ bifurkace



Obrazek 4: Zadna bifurkace.




Reste tlohy na bifurkace.
1. Nadértnéte bifurka¢ni diagramy, urcete typy bifurkaci:

(a) ' =p—u () 2’ = p —sinx
(b) 2’ = p+ 2% — 23 (f) 2/ =sinp —x
(¢) ' =p?+2%—1 (g) 2/ = p* — 2?2
(d) 2’ =1— px (h) 2’ = px

2. Necht polynom p(x) méa v bodé zy jednoduchy kofen, tj. p(zq) = 0,
P (o) # 0. Potom polynom p(x) s nepatrné zménénymi koeficienty ma blizko
o opét jednoduchy koten.



Navody a vysledky.
1) (a) sedlo-uzel v bodé (i, z) = (0,0)
(b) sedlo-uzel v (0,0) a (—4/27,2/3)
(c) sedlo-uzel v (—1,0) a (1,0)
(d) zadné bifurkace
(e) sedlo-uzel v (=1, (2k — 1) /2), (1, (2k + 1)7/2)
(f)
(g) transkriticka v (0, 0)
(h) bifurkace v bodé (0,0)

2) Pouzijte vétu o implicitni funkci na

zadné bifurkace

-1
Flag,...,an, ) = apz™ + ayz" " + ..

. Qo



Bifurkace v roviné.

Priklad 5 (Bifurkace sedlo-uzel — vznik symbidzy.). Zabyvame se soustavou
rovnic

a =alK —a)+ ap 2
(5 —a) + 2)
/ b ap

S 3
P=—5t i 3)

popisujici symbiozu mezi rostlinou p a hmyzem (opylovac¢em) a. Modfe je
vyznacen Clen popisujici vzajemnou pozitivni vazbu. V neptitomnosti hmyzu
(a = 0) rostliny exponencialné hynou, zatimco pro p = 0 (zadné rostliny) ma
a limitu K (=pfirozena kapacita prostiedi).

Studujeme chovéani feSeni v prvnim kvadrantu (a, p
na parametru K. Systém mé vzdy stacionérni body (0,0
uvniti prvniho kvadrantu plati

> 0) v zavislosti
a

) a (K,0); striktné

a— K
—_— 4
K+1-a (4)
P=0<= p=2a-—1 (5)

ad=0<+= p=

Soucasné splnéni téchto rovnic odpovida existenci dalsich ekvilibrif a vede na
kvadratickou rovnici

2a¢° —2a(K +1)+1=0 (6)

s diskriminantem D = 4(K + 1)? — 8, jenZ je roven 0 pravé kdyZ K nabyva
kritické hodnoty
Koy=v2-1.

Rozligujeme tii pripady (viz Obrazky 5, 6, 7).

(i) K < Ky — rovnice (6) nem4 FeSeni, tj. kiivky (4), (5) (v obrazku
Cervené) se neprotinaji. Z vySetieni sméru pribéhu feSeni (Sedé Sipky) je
patrné, 7e vSechna feSeni maji pro ¢ — oo limitu v bodé (K,0) (modry
krouzek).

(ii) Pro K = K| se kiivky (4), (5) dotykaji, ¢imZ vznika stacionarni bod

(%0, 90) = (1/vV2,v/2 - 1).

Matice linearizace v tomto bodé ma jedno nulové a jedno zaporné vlastni
¢islo. Stabilni varieta (odpovidajici zapornému vlastnimu ¢islu) je zhruba
naznacena Sipkami; feSeni lezici nad nimi (nebo v sektoru B) maji za limitu
bod (g, yo), zatimco FeSeni v sektoru A sméiuji opét do (K, 0), tedy (o, yo)
neni stabilni.
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Obrazek 5: Subkriticky pripad K < K

(iii) Dalsi zvétseni K vede k rozdéleni (zg, yo) na stabilni uzel a nestabilni
sedlo. Konkrétné pro K = Ky + 0.05 mame

(z1,11) = (0.542,0.085) (sedlo)
(22, 92) = (0.922,0.844)  (uzel)

Reseni v sektoru C sméuji k bodu (3, o).

Pozndmka. Viimnéte si, Ze v okamziku bifurkace (K = Kj) stacionarni bod
(zo,yo) neni hyperbolicky. Lze ukazat, ze to je nutnd podminka bifurkace,
nebot hyperbolické stacionarni body jsou robustni (chovani feSeni v jejich
okoli se neméni pii hladké perturbaci soustavy.)

Piiklad 6 (Jednoducha bifurkace sedlo-uzel). Uvazujme soustavu
¥ =(1+¢ez—y+a?
Y =(1+e)y—ax+y?

Pro e = 0 je v pocatku (jediny) stacionarni bod, ktery je nestabilni a ne-
hyperbolicky (spektrum linearizace {0,2}). Obrazek 8 — izocary {y' = 0}
cervené, {2’ = 0} modré; feSeni Cerné.



Obrazek 6: Kriticky pripad K = K|

Pro ¢ > 0 malé se pocatek stava nestabilnim uzlem (spektrum {e,2+¢}).
Vznika dalsi stacionarni bod (—¢,—¢) : sedlo se spektrem {—&,2 — ¢}. Viz
Obrazek 9; orbit spojujici ekvilibria je svétle modry.

Piiklad 7 (Poruseni homoklinického orbitu). Uvazujme systém

=y

y =ey+ax— 2

Pro ¢ = 0 mame dva stacionarni body : pocatek (sedlo se spektrem {£1}) a
bod (1,0), jehoz stabilitu linearizaci nelze urcit (spektrum {#£i}). Funkce
V(z,y) = y* — 2% + 22%/3 je prvni integral, neboli kazdé Feseni splituje
V(z,y) = C s vhodnym C, viz Obrazek 10. Pro C' = 0 dostavame pocatek a
prislugnou stabilni (zelend) a nestabilni (¢ervend) varietu, splyvajici v pravé
poloroviné v jeden homoklinicky orbit (tmavé modra).

Pro C € (—1/3,0) jsou V(x,y) = C jednoduché uzaviena kiivky, odpovi-
dajici periodickym fesenim kolem bodu (1,0). Odsud si lehce rozmyslime, ze
tento bod je stabilni, le¢ neni asymptoticky stabilni.

Pro e > 0 resp. € < 0 je nyni V (z,y) rostouci resp. klesajici podél feseni.
Bod (1,0) je nestabilni resp. asymptoticky stabilni.
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Obrazek 7: Superkriticky pripad K > K|

Homoklinicky orbit se ,roztrhne”. Pro ¢ > 0 se stabilni ¢ast stane het-
eroklinickym orbitem, spojujicim poc¢atek s (nyni nestabilnim) bodem (1, 0),
na Obrazku 11(a) zelené. Nestabilni ¢ast (Cervend) utikd do nekonecna.

Pro e < 0 spojuje nyni nestabilni varieta (Obrazek 11(b), ervené) pocatek
se (stabilnim) ekvilibriem (1, 0); stabilni ¢ast variety (zelené) pribihé z nekonecna.

Pozndmka. Pro ¢ = 0 nastava v bodé (1,0) takzvand Hopfova bifurkace,
kterou se budeme podrobnéji zabyvat nize.

Piiklad 8 (PoruSeni heteroklinického orbitu). Uvazujeme soustavu

¥ =N+ 2xy
y/:1+x2_y2

Pro A = 0 vidime feSeni na Obrazku 12(a). MnoZina 2’ = 0 resp. y' = 0 je
vyznacena modie resp. cervené. Existuji dva stacionarni hyperbolické body
(0,£1). Jde o sedla spojena heteroklinickym orbitem (zelena).

Pro A < 0 se oba sedlové body mirné posunou, typ stability zlistane

zachovan. Heteroklinicky orbit se vsak stava globalné definovanym fesenim
(Obrazek 12(b), zelena).

Poznamka. Homoklinicky orbit = orbit spojujici stabilni a nestabilni vari-
etu téhoZ stacionarniho bodu (opos, fecky ,stejny“). Heteroklinicky orbit =
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Obrazek 8: Piiklad 6 pro e =0

orbit spojujici stabilni a nestabilni varietu dvou riznych stacionarnich bodi
(eTepos, Tecky ,razny®).
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Obrazek 9: Piiklad 6 pro € > 0

Obrazek 10: Piiklad 7 pro € = 0
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(a) e >0 (b) e <0

Obrazek 11: Priklad 7 pro e # 0

(a) A=0 (b) A< 0

Obrazek 12: Piiklad 8

13



Hopfova bifurkace.

Motivaéni priklad. Uvazujme linearni systém
¥ =pr—vy
Y =+ py.

Spektrum matice je {u + i}; pocatek ztraci stabilitu v okamziku p = 0.
Priabéh teseni vidime na Obrazku 13.

< 4 K

s‘ //Z\\ / / j\\\ N

(N [ n1~‘>\J) )

o/ > 1/
(a) <0 (b) p=0 (¢) p>0

Obrazek 13: Ztrata stability linedrni soustavy

Regeni bezf po spiréle, jejiz rychlost zavinovani/rozvinovani se méni s
parametrem p. Fakt, Ze pro vhodnou kritickou hodnotu p spirdla degeneruje
v uzavienou kiivku, tj. objevi se periodicka TeSeni, se jevi jako ,robustni,
tj. mél by nastat i za pritomnosti ¢lenti vys$siho rfaddu. Presné to je obsahem
Hopfovy véty o bifurkaci.

Véta 1 (Hopf.). Pro (z,y, 1) v okoli (0,0,0) uvazujeme systém
()= ()= (i) "
kde matice A, zdvisi na parametru p. Predpoklddejme, Ze 0(A,) = {a(p) £
iw(p)}, kde a(-), w(-) jsou C? funkce a plati:
a(0)=0, a'(0) #£0, w(0) #£0. (8)
Funkce f, g jsou poruchy vyssiho tddu, tj.
f=0,49g=0, Veyf =0, Voyg=0, v bodé (0,0, u).

Potom ezistuji 6, A > 0 a C' funkce ¢ : (0,0) — (—A,A) takovd, Ze
pro kazdé a € (0,0) ma systém (7) pFi volbé p = @(a) netrividlng periodické
Fesent, prochdzejici bodem (x,y) = (a,0).

14



Klicovy je predpoklad (8) zarucujici, ze spektrum piekro¢i imaginarni osu
nenulovou rychlosti a pri striktné nenulové imaginarni ¢asti.

Hlavni vysledek véty — existence netriviadlnich periodickych feseni blizko
pocatku — z praktického hlediska mnoho netiki. Proto se hodi nésledujici
zpiesnéni (s mimotradné komplikovanym dikazem).

Véta 2. Necht jsou splneny predpoklady Vety 1, necht navic

0 —Wo
Ay = :
Potom existuje hladkd ziména soutadnic takovd, Ze r = \/x? + y? se chovd
kvalitativne stejné jako FeSeni rovnice
v = dur + ar®, (9)

kde d = o/ (0) a konstantu a lze vypocist ze vztahu

16a = frze + [oyy + Goay + Gyyy

1
+UJ_0 [fmy(fxx + fyy) - gmy(gmm + gyy) - fxxgxx + fyygyy] 9
kde fy, atd. znaci prislusnou parcidlni derivaci, vypoctenou v bodé (x,y, pr) =
(0,0,0).
Priklad 9. Mé&jme rovnice
¥=—pr—vy
y/ — x4+ y3

To je systém tvaru (7)s f=0,g=1y> a

_ [ 1

we ()

Spektrum A, je {—p/2 £1i/4 — p?/4} (pro g mala), piedpoklady obou
vét jsou splnény.

Méame d = —1/2, wy = 1 a a = 3/8; rovnice (9) dostava tvar

! . H § 2
( 5 + 87“ ) .

Pribéh feSeni nac¢rtneme do bifurka¢niho diagramu v roviné (u,r). Pro
r > 0 odpovidd podminka " = 0 kruZnici, tj. netrividAlnimu periodickému
feSeni. Tato TeSeni se objevi pro > 0 a jsou nestabilni.
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Poznamka. Véta 2 specidlné umoznuje urcit stabilitu pocatku pro p = 0,
kdy se (9) redukuje na 7’ = ar3. V&imnéte si, Ze v daném pripadé klasické
véty o linearizované stabilité nelze pouzit, nebot spektrum matice je ryze
imaginarni. O stabilité tedy rozhodnou ¢leny vyssiho fadu a je pozoruhodné,
ze veSkera informace je obsazena v jediné konstanté a.

To lze pouzit i ve zjednoduSeném piipadé, kdy bifurka¢ni parametr ig-
norujeme (resp. je roven 0).

Priklad 10. Mame systém

¥ =—y+a°
y/::L‘-‘r-ZL‘2

Matice linearizace v po¢atku ma zadany tvar

0 -1

1 0"
Snadny vypocet ukazuje, 7ze a = —1/4, a tedy pocatek je stabilni. Pokuste
se odvodit stabilitu poc¢atku jinymi metodami — neni to snadné!
Piiklad 11. Uvazujme rovnici

"+ (2 — )’ + 22+ 2% =0,

kterou obvyklou substituci y = 2’ pfevedeme na systém

=y, (10)

/ J—

Y = —2x 4 uy — 2%y — 2°. (11)

Jsou splnény piedpoklady Véty 1, nikoliv v§ak Véty 2, nebot

0 1
A= (—2 M)
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tedy o(A,) = {p/2 £i/2/8 — u?}, avsak A, nema pozadovany antisymet-
ricky tvar pro g = 0. Problém tesi nasledujici

Pomocny vypocéet. Je-li A redlna matice 2 x 2 se spektrem {o +iw},
je nutné podobna matici
5= (0 0)
w o«

Matici piechodu spocteme nésledujicim trikem: najdeme vektor U € C?
takovy, ze AU = (a—iw)U. Rozklad na realnou a imaginarni ¢ast U = u+1iv,
kde u, v € R?, dava

Au = au + wv

Av = —wu + av

jinymi slovy, A ma vici bazi {u,v} tvar B. Pro transforma¢ni matici 7" se
sloupci u, v (v tomto potadi) tedy plati

A=TBT ', B=T7'AT.
Ma-li tedy ptivodni rovnice tvar
X' '=AX + F(X), (12)
kde X € R?, vede substituce X = TY ¢ili Y = 7' X na rovnici

Y'=BY + T 'F(TY). (13)

Pokracovani p¥ikladu. V nasem konkrétnim piipadé ma Ay spektrum
{+iv/2}, tedy U = (Uy, U,) hledame 7 rovnice

(57 ) ()=

Mo7né feseni je U = (iv/2,2); odpovidajici transformaéni matice jsou

=) el W)

Chapeme nyni (10-11) jako systém (12), tj. X = (z,y), A=A, a



Substituci X =TY, kde Y = (u,v), dostaneme — viz (13) — pro pu = 0:
u = —V2v0 — 2uv? — V20°,

co? je pozadovany tvar. Lze aplikovat Vétu 2, dle které se r = vu? + v? chova

jako FeSeni rovnice
v = dur 4+ ar® .

Zde d =1/2,a = —1/4, odkud pocatek stabilni pro p < 0, zatimco pro g > 0
je pocatek nestabilni a objevi se stabilni periodické orbity o poloméru cca

r = /2.

18



Reste tlohy na Hopfovu bifurkaci.
3. Ukazte, ze systém
o= flz,y), ¥ =gy
pti polarnich soutadnicich x = r cos ¢, y = rsin ¢ prechézi na
r" = cosp f(rcos,rsin ) + sin  g(rcos ¢, rsin @)
r¢' = —sing f(rcosp,rsinp) + cos p g(r cos , rsin @)

4. Ukazte pomoci polarnich soutadnic, ze pro p blizka 0 se u systému

o' =px —y+ f(z,y)

y =z+py+g(zy)
objevi v okoli bodu (0, 0) netrivialni periodické feseni. Nakreslete bifurkac¢ni
diagram pro (r, u). — Porovnejte s patfi¢nymi vétami o Hopfové bifurkaci.

(2)
f(x,y) = x/a? +y?

g(z,y) = yv/ 22 + y?

f(x,y) = —y/ 22 + y?

9(z,y) = v/2% + y?

g(z,y) = —y(@® + %)

5. Ukazte existenci Hopfovy bifurkace v bodé (x,y, ) = (0,0,0) pro dané
systémy. VySetiete stabilitu pocatku a periodickych feSeni.
(a) ' = —pz —y, ¥ =z +y°
(b) 2" + (') — px’ + =0
¢) @ = px+y+pr? -2t —xy? y = —x+ 9>
d) o =y—a3 ¢ = —x+ uy — 2%y
)
)
)

Scosw, y = —x + puy

() =pr+y—=x
(f) 2’ =y—22% ¢ = —z+ py — 2*(1 + y)

(g) 2’ = —pr +y+2°, y = —x 4 2% — ya?

19



Navody a vysledky.
3) Vyjdéte ze vztahi

2 =1"cosp—rysing

y' = r'sinp + ry’ cosp

4) (a) r' = pur+r? ¢ =1; kruznice r = —p pro p < 0

(b) 7" = pr, ¢ = 1+ r; kruznice (s libovolnym polomérem) pro p =0

c) r' = ur —r, ¢ = 1; kruznice r = /i pro p > 0

i

5) (a)d=—1/2,wy=—1,a=3/8; tedy r' = r/2(—pu+3r*/4); nestabilni
pocatek pro p < 0; stabilni pocatek a nestabilni per. feSeni pro p > 0.

(b) d=1/2,wy = —1,a = —3/8; tedy r' = —r/8(3r?—4p); stabilni podatek
pro 1 < 0; nestabilni poc¢atek a stabilni per. feSeni pro p > 0.

(¢) d=1/2,wo=—1, a=—1/8; tedy 1’ = —r/8(r* — 4p); stabilni podétek
pro u < 0; nestabilni pocatek a stabilni per. feseni pro p > 0.

(d) d=1/2, wy = —1, a = —1/2; tedy r' = —r/2(r? — p); stabilni pocatek
pro u < 0; nestabilni pocatek a stabilni per. feseni pro p > 0.

(e) d=1/2,wy = —1,a = —3/8; tedy r' = —r/8(3r>—4p); stabilni po¢atek
pro u < 0; nestabilni pocatek a stabilni per. feseni pro p > 0.

(f) d=1/2,wy = —1, a = 3/8; tedy r' = r/2(1+3r?/4); nestabilni pocatek
pro u > 0; stabilni pocatek a nestabilni periodickd feSeni pro u < 0.

(g) d=—1/2,wo =1, a = —3/8; tedy v’ = —r/8(4u+3r?); stabiln{ pocatek
pro p > 0; nestabilni poc¢atek a stabilni periodicka feseni pro p < 0.
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