
Hopfova bifurka
e.Motiva£ní p°íklad. Uvaºujme lineární systém
x′ = µx− y

y′ = x+ µy .Spektrum mati
e je {µ ± i}; po£átek ztrá
í stabilitu v okamºiku µ = 0.Pr·b¥h °e²ení vidíme na Obrázku 13.
(a) µ < 0 (b) µ = 0 (
) µ > 0Obrázek 13: Ztráta stability lineární soustavy�e²ení b¥ºí po spirále, jejíº ry
hlost zavinování/rozvinování se m¥ní sparametrem µ. Fakt, ºe pro vhodnou kriti
kou hodnotu µ spirála degenerujev uzav°enou k°ivku, tj. objeví se periodi
ká °e²ení, se jeví jako �robustní�,tj. m¥l by nastat i za p°ítomnosti £len· vy²²ího °ádu. P°esn¥ to je obsahemHopfovy v¥ty o bifurka
i.V¥ta 1 (Hopf.). Pro (x, y, µ) v okolí (0, 0, 0) uvaºujeme systém

(

x′

y′

)

= Aµ

(

x
y

)

+

(

f(x, y, µ)
g(x, y, µ)

)

, (7)kde mati
e Aµ závisí na parametru µ. P°edpokládejme, ºe σ(Aµ) = {α(µ)±
iω(µ)}, kde α(·), ω(·) jsou C2 funk
e a platí:

α(0) = 0 , α′(0) 6= 0 , ω(0) 6= 0 . (8)Funk
e f , g jsou poru
hy vy²²ího °ádu, tj.
f = 0 , g = 0 , ∇x,yf = 0 , ∇x,yg = 0 , v bod¥ (0, 0, µ).Potom existují δ, ∆ > 0 a C1 funk
e ϕ : (0, δ) → (−∆,∆) taková, ºepro kaºdé a ∈ (0, δ) má systém (7) p°i volb¥ µ = ϕ(a) netriviální periodi
ké°e²ení, pro
házejí
í bodem (x, y) = (a, 0).14



Klí£ový je p°edpoklad (8) zaru£ují
í, ºe spektrum p°ekro£í imaginární osunenulovou ry
hlostí a p°i striktn¥ nenulové imaginární £ásti.Hlavní výsledek v¥ty � existen
e netriviální
h periodi
ký
h °e²ení blízkopo£átku � z prakti
kého hlediska mnoho ne°íká. Proto se hodí následují
ízp°esn¥ní (s mimo°ádn¥ komplikovaným d·kazem).V¥ta 2. Ne
h´ jsou spln¥ny p°edpoklady V¥ty 1, ne
h´ naví

A0 =

(

0 −ω0

ω0 0

)

.Potom existuje hladká zám¥na sou°adni
 taková, ºe r =
√

x2 + y2 se 
hovákvalitativn¥ stejn¥ jako °e²ení rovni
e
r′ = dµr + ar3 , (9)kde d = α′(0) a konstantu a lze vypo£íst ze vztahu

16a = fxxx + fxyy + gxxy + gyyy

+
1

ω0

[

fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy
]

,kde fxy atd. zna£í p°íslu²nou par
iální deriva
i, vypo£tenou v bod¥ (x, y, µ) =
(0, 0, 0).P°íklad 9. M¥jme rovni
e

x′ = −µx− y

y′ = x+ y3To je systém tvaru (7) s f = 0, g = y3 a
Aµ =

(

−µ −1
1 0

)

.Spektrum Aµ je {−µ/2 ± i
√

4− µ2/4} (pro µ malá), p°edpoklady obouv¥t jsou spln¥ny.Máme d = −1/2, ω0 = 1 a a = 3/8; rovni
e (9) dostává tvar
r′ = r

(

− µ

2
+

3

8
r2
)

.Pr·b¥h °e²ení na£rtneme do bifurka£ního diagramu v rovin¥ (µ, r). Pro
r > 0 odpovídá podmínka r′ = 0 kruºni
i, tj. netriviálnímu periodi
kému°e²ení. Tato °e²ení se objeví pro µ > 0 a jsou nestabilní.15



µ

x

Poznámka. V¥ta 2 spe
iáln¥ umoº¬uje ur£it stabilitu po£átku pro µ = 0,kdy se (9) redukuje na r′ = ar3. V²imn¥te si, ºe v daném p°ípad¥ klasi
kév¥ty o linearizované stabilit¥ nelze pouºít, nebo´ spektrum mati
e je ryzeimaginární. O stabilit¥ tedy rozhodnou £leny vy²²ího °ádu a je pozoruhodné,ºe ve²kerá informa
e je obsaºena v jediné konstant¥ a.To lze pouºít i ve zjednodu²eném p°ípad¥, kdy bifurka£ní parametr ig-norujeme (resp. je roven 0).P°íklad 10. Máme systém
x′ = −y + x2

y′ = x+ x2Mati
e lineariza
e v po£átku má ºádaný tvar
(

0 −1
1 0

)

.Snadný výpo£et ukazuje, ºe a = −1/4, a tedy po£átek je stabilní. Pokustese odvodit stabilitu po£átku jinými metodami � není to snadné!P°íklad 11. Uvaºujme rovni
i
x′′ + (x2 − µ)x′ + 2x+ x3 = 0 ,kterou obvyklou substitu
í y = x′ p°evedeme na systém
x′ = y , (10)
y′ = −2x+ µy − x2y − x3 . (11)Jsou spln¥ny p°edpoklady V¥ty 1, nikoliv v²ak V¥ty 2, nebo´

Aµ =

(

0 1
−2 µ

)16



tedy σ(Aµ) = {µ/2 ± i/2
√

8− µ2}, av²ak Aµ nemá poºadovaný antisymet-ri
ký tvar pro µ = 0. Problém °e²í následují
íPomo
ný výpo£et. Je-li A reálná mati
e 2 × 2 se spektrem {α ± iω},je nutn¥ podobná mati
i
B =

(

α −ω
ω α

)Mati
i p°e
hodu spo£teme následují
ím trikem: najdeme vektor U ∈ C2takový, ºe AU = (α−iω)U . Rozklad na reálnou a imaginární £ást U = u+iv,kde u, v ∈ R2, dává
Au = αu+ ωv

Av = −ωu+ αvjinými slovy, A má v·£i bázi {u, v} tvar B. Pro transforma£ní mati
i T sesloup
i u, v (v tomto po°adí) tedy platí
A = TBT−1 , B = T−1AT .Má-li tedy p·vodní rovni
e tvar

X ′ = AX + F (X) , (12)kde X ∈ R2, vede substitu
e X = TY £ili Y = T−1X na rovni
i
Y ′ = BY + T−1F (TY ) . (13)Pokra£ování p°íkladu. V na²em konkrétním p°ípad¥ má A0 spektrum

{±i
√
2}, tedy U = (U1, U2) hledáme z rovni
e

(

−i
√
2 −1

2 −i
√
2

)(

U1

U2

)

=

(

0
0

)Moºné °e²ení je U = (i
√
2, 2); odpovídají
í transforma£ní mati
e jsou

T =

(

0
√
2

2 0

)

, T−1 =

(

0 1/2

1/
√
2 0

)

.Chápeme nyní (10-11) jako systém (12), tj. X = (x, y), A = Aµ a
F (X) =

(

0
−x2y − x3

)

.17



Substitu
í X = TY , kde Y = (u, v), dostaneme � viz (13) � pro µ = 0:
u′ = −

√
2v − 2uv2 −

√
2v3 ,

v′ =
√
2u ,
oº je poºadovaný tvar. Lze aplikovat V¥tu 2, dle které se r = √

u2 + v2 
hovájako °e²ení rovni
e
r′ = dµr + ar3 .Zde d = 1/2, a = −1/4, odkud po£átek stabilní pro µ ≤ 0, zatím
o pro µ > 0je po£átek nestabilní a objeví se stabilní periodi
ké orbity o polom¥ru 

a

r =
√
2µ.
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