Hopfova bifurkace.

Motivaéni priklad. Uvazujme linearni systém
¥ =pr—vy
Y =+ py.

Spektrum matice je {u + i}; pocatek ztraci stabilitu v okamziku p = 0.
Priabéh teseni vidime na Obrazku 13.
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Obrazek 13: Ztrata stability linedrni soustavy

Regeni bezf po spiréle, jejiz rychlost zavinovani/rozvinovani se méni s
parametrem p. Fakt, Ze pro vhodnou kritickou hodnotu p spirdla degeneruje
v uzavienou kiivku, tj. objevi se periodicka TeSeni, se jevi jako ,robustni,
tj. mél by nastat i za pritomnosti ¢lenti vys$siho rfaddu. Presné to je obsahem
Hopfovy véty o bifurkaci.

Véta 1 (Hopf.). Pro (z,y, 1) v okoli (0,0,0) uvazujeme systém
()= ()= (i) "
kde matice A, zdvisi na parametru p. Predpoklddejme, Ze 0(A,) = {a(p) £
iw(p)}, kde a(-), w(-) jsou C? funkce a plati:
a(0)=0, a'(0) #£0, w(0) #£0. (8)
Funkce f, g jsou poruchy vyssiho tddu, tj.
f=0,49g=0, Veyf =0, Voyg=0, v bodé (0,0, u).

Potom ezistuji 6, A > 0 a C' funkce ¢ : (0,0) — (—A,A) takovd, Ze
pro kazdé a € (0,0) ma systém (7) pFi volbé p = @(a) netrividlng periodické
Fesent, prochdzejici bodem (x,y) = (a,0).
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Klicovy je predpoklad (8) zarucujici, ze spektrum piekro¢i imaginarni osu
nenulovou rychlosti a pri striktné nenulové imaginarni ¢asti.

Hlavni vysledek véty — existence netriviadlnich periodickych feseni blizko
pocatku — z praktického hlediska mnoho netiki. Proto se hodi nésledujici
zpiesnéni (s mimotradné komplikovanym dikazem).

Véta 2. Necht jsou splneny predpoklady Vety 1, necht navic

0 —Wo
Ay = :
Potom existuje hladkd ziména soutadnic takovd, Ze r = \/x? + y? se chovd
kvalitativne stejné jako FeSeni rovnice
v = dur + ar®, (9)

kde d = o/ (0) a konstantu a lze vypocist ze vztahu

16a = frze + [oyy + Goay + Gyyy

1
+UJ_0 [fmy(fxx + fyy) - gmy(gmm + gyy) - fxxgxx + fyygyy] 9
kde fy, atd. znaci prislusnou parcidlni derivaci, vypoctenou v bodé (x,y, pr) =
(0,0,0).
Priklad 9. Mé&jme rovnice
¥=—pr—vy
y/ — x4+ y3

To je systém tvaru (7)s f=0,g=1y> a

_ [ 1

we ()

Spektrum A, je {—p/2 £1i/4 — p?/4} (pro g mala), piedpoklady obou
vét jsou splnény.

Méame d = —1/2, wy = 1 a a = 3/8; rovnice (9) dostava tvar

! . H § 2
( 5 + 87“ ) .

Pribéh feSeni nac¢rtneme do bifurka¢niho diagramu v roviné (u,r). Pro
r > 0 odpovidd podminka " = 0 kruZnici, tj. netrividAlnimu periodickému
feSeni. Tato TeSeni se objevi pro > 0 a jsou nestabilni.
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Poznamka. Véta 2 specidlné umoznuje urcit stabilitu pocatku pro p = 0,
kdy se (9) redukuje na 7’ = ar3. V&imnéte si, Ze v daném pripadé klasické
véty o linearizované stabilité nelze pouzit, nebot spektrum matice je ryze
imaginarni. O stabilité tedy rozhodnou ¢leny vyssiho fadu a je pozoruhodné,
ze veSkera informace je obsazena v jediné konstanté a.

To lze pouzit i ve zjednoduSeném piipadé, kdy bifurka¢ni parametr ig-
norujeme (resp. je roven 0).

Priklad 10. Mame systém

¥ =—y+a°
y/::L‘-‘r-ZL‘2

Matice linearizace v po¢atku ma zadany tvar

0 -1

1 0"
Snadny vypocet ukazuje, 7ze a = —1/4, a tedy pocatek je stabilni. Pokuste
se odvodit stabilitu poc¢atku jinymi metodami — neni to snadné!
Piiklad 11. Uvazujme rovnici

"+ (2 — )’ + 22+ 2% =0,

kterou obvyklou substituci y = 2’ pfevedeme na systém

=y, (10)

/ J—

Y = —2x 4 uy — 2%y — 2°. (11)

Jsou splnény piedpoklady Véty 1, nikoliv v§ak Véty 2, nebot

0 1
A= (—2 M)
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tedy o(A,) = {p/2 £i/2/8 — u?}, avsak A, nema pozadovany antisymet-
ricky tvar pro g = 0. Problém tesi nasledujici

Pomocny vypocéet. Je-li A redlna matice 2 x 2 se spektrem {o +iw},
je nutné podobna matici
5= (0 0)
w o«

Matici piechodu spocteme nésledujicim trikem: najdeme vektor U € C?
takovy, ze AU = (a—iw)U. Rozklad na realnou a imaginarni ¢ast U = u+1iv,
kde u, v € R?, dava

Au = au + wv

Av = —wu + av

jinymi slovy, A ma vici bazi {u,v} tvar B. Pro transforma¢ni matici 7" se
sloupci u, v (v tomto potadi) tedy plati

A=TBT ', B=T7'AT.
Ma-li tedy ptivodni rovnice tvar
X' '=AX + F(X), (12)
kde X € R?, vede substituce X = TY ¢ili Y = 7' X na rovnici

Y'=BY + T 'F(TY). (13)

Pokracovani p¥ikladu. V nasem konkrétnim piipadé ma Ay spektrum
{+iv/2}, tedy U = (Uy, U,) hledame 7 rovnice

(57 ) ()=

Mo7né feseni je U = (iv/2,2); odpovidajici transformaéni matice jsou

=) el W)

Chapeme nyni (10-11) jako systém (12), tj. X = (z,y), A=A, a



Substituci X =TY, kde Y = (u,v), dostaneme — viz (13) — pro pu = 0:
u = —V2v0 — 2uv? — V20°,

co? je pozadovany tvar. Lze aplikovat Vétu 2, dle které se r = vu? + v? chova

jako FeSeni rovnice
v = dur 4+ ar® .

Zde d =1/2,a = —1/4, odkud pocatek stabilni pro p < 0, zatimco pro g > 0
je pocatek nestabilni a objevi se stabilni periodické orbity o poloméru cca

r = /2.
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