
Bifurka
e v rovin¥.P°íklad 5 (Bifurka
e sedlo-uzel � vznik symbiózy.). Zabýváme se soustavourovni

a′ = a(K − a) +

ap

p+ 1
(2)

p′ = −p

2
+

ap

p+ 1
(3)popisují
í symbiózu mezi rostlinou p a hmyzem (opylova£em) a. Mod°e jevyzna£en £len popisují
í vzájemnou pozitivní vazbu. V nep°ítomnosti hmyzu(a = 0) rostliny exponen
iáln¥ hynou, zatím
o pro p = 0 (ºádné rostliny) má

a limitu K (=p°irozená kapa
ita prost°edí).Studujeme 
hování °e²ení v prvním kvadrantu (a, p ≥ 0) v závislostina parametru K. Systém má vºdy sta
ionární body (0, 0) a (K, 0); striktn¥uvnit° prvního kvadrantu platí
a′ = 0 ⇐⇒ p =

a−K

K + 1− a
(4)

p′ = 0 ⇐⇒ p = 2a− 1 (5)Sou£asné spln¥ní t¥
hto rovni
 odpovídá existen
i dal²í
h ekvilibrií a vede nakvadrati
kou rovni
i
2a2 − 2a(K + 1) + 1 = 0 (6)s diskriminantem D = 4(K + 1)2 − 8, jenº je roven 0 práv¥ kdyº K nabývákriti
ké hodnoty

K0 =
√
2− 1 .Rozli²ujeme t°i p°ípady (viz Obrázky 5, 6, 7).(i) K < K0 � rovni
e (6) nemá °e²ení, tj. k°ivky (4), (5) (v obrázku£ervené) se neprotínají. Z vy²et°ení sm¥ru pr·b¥hu °e²ení (²edé ²ipky) jepatrné, ºe v²e
hna °e²ení mají pro t → ∞ limitu v bod¥ (K, 0) (modrýkrouºek).(ii) Pro K = K0 se k°ivky (4), (5) dotýkají, £ímº vzniká sta
ionární bod

(x0, y0) = (1/
√
2,
√
2− 1) .Mati
e lineariza
e v tomto bod¥ má jedno nulové a jedno záporné vlastní£íslo. Stabilní varieta (odpovídají
í zápornému vlastnímu £íslu) je zhrubanazna£ena ²ipkami; °e²ení leºí
í nad nimi (nebo v sektoru B) mají za limitubod (x0, y0), zatím
o °e²ení v sektoru A sm¥°ují op¥t do (K, 0), tedy (x0, y0)není stabilní. 7
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Obrázek 5: Subkriti
ký p°ípad K < K0(iii)Dal²í zv¥t²ení K vede k rozd¥lení (x0, y0) na stabilní uzel a nestabilnísedlo. Konkrétn¥ pro K = K0 + 0.05 máme
(x1, y1)

.
= (0.542, 0.085) (sedlo)

(x2, y2)
.
= (0.922, 0.844) (uzel)�e²ení v sektoru C sm¥°ují k bodu (x2, y2).Poznámka. V²imn¥te si, ºe v okamºiku bifurka
e (K = K0) sta
ionární bod

(x0, y0) není hyperboli
ký. Lze ukázat, ºe to je nutná podmínka bifurka
e,nebo´ hyperboli
ké sta
ionární body jsou robustní (
hování °e²ení v jeji
hokolí se nem¥ní p°i hladké perturba
i soustavy.)P°íklad 6 (Jednodu
há bifurka
e sedlo-uzel). Uvaºujme soustavu
x′ = (1 + ε)x− y + x2

y′ = (1 + ε)y − x+ y2Pro ε = 0 je v po£átku (jediný) sta
ionární bod, který je nestabilní a ne-hyperboli
ký (spektrum lineariza
e {0, 2}). Obrázek 8 � izo£áry {y′ = 0}£ervené, {x′ = 0} modré; °e²ení £erné.8
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Obrázek 6: Kriti
ký p°ípad K = K0Pro ε > 0 malé se po£átek stává nestabilním uzlem (spektrum {ε, 2+ε}).Vzniká dal²í sta
ionární bod (−ε,−ε) : sedlo se spektrem {−ε, 2 − ε}. VizObrázek 9; orbit spojují
í ekvilibria je sv¥tle modrý.P°íklad 7 (Poru²ení homoklini
kého orbitu). Uvaºujme systém
x′ = y

y′ = εy + x− x2Pro ε = 0 máme dva sta
ionární body : po£átek (sedlo se spektrem {±1}) abod (1, 0), jehoº stabilitu lineariza
í nelze ur£it (spektrum {±i}). Funk
e
V (x, y) = y2 − x2 + 2x3/3 je první integrál, neboli kaºdé °e²ení spl¬uje
V (x, y) = C s vhodným C, viz Obrázek 10. Pro C = 0 dostáváme po£átek ap°íslu²nou stabilní (zelená) a nestabilní (£ervená) varietu, splývají
í v pravépolorovin¥ v jeden homoklini
ký orbit (tmav¥ modrá).Pro C ∈ (−1/3, 0) jsou V (x, y) = C jednodu
hé uzav°ená k°ivky, odpoví-dají
í periodi
kým °e²ením kolem bodu (1, 0). Odsud si leh
e rozmyslíme, ºetento bod je stabilní, le£ není asymptoti
ky stabilní.Pro ε > 0 resp. ε < 0 je nyní V (x, y) rostou
í resp. klesají
í podél °e²ení.Bod (1, 0) je nestabilní resp. asymptoti
ky stabilní.9
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Obrázek 7: Superkriti
ký p°ípad K > K0Homoklini
ký orbit se �roztrhne�. Pro ε > 0 se stabilní £ást stane het-eroklini
kým orbitem, spojují
ím po£átek s (nyní nestabilním) bodem (1, 0),na Obrázku 11(a) zelen¥. Nestabilní £ást (£ervená) utíká do nekone£na.Pro ε < 0 spojuje nyní nestabilní varieta (Obrázek 11(b), £ervená) po£átekse (stabilním) ekvilibriem (1, 0); stabilní £ást variety (zelená) p°ibíhá z nekone£na.Poznámka. Pro ε = 0 nastává v bod¥ (1, 0) takzvaná Hopfova bifurka
e,kterou se budeme podrobn¥ji zabývat níºe.P°íklad 8 (Poru²ení heteroklini
kého orbitu). Uvaºujeme soustavu
x′ = λ+ 2xy

y′ = 1 + x2 − y2Pro λ = 0 vidíme °e²ení na Obrázku 12(a). Mnoºina x′ = 0 resp. y′ = 0 jevyzna£ena mod°e resp. £erven¥. Existují dva sta
ionární hyperboli
ké body
(0,±1). Jde o sedla spojená heteroklini
kým orbitem (zelená).Pro λ < 0 se oba sedlové body mírn¥ posunou, typ stability z·staneza
hován. Heteroklini
ký orbit se v²ak stává globáln¥ de�novaným °e²ením(Obrázek 12(b), zelená).Poznámka. Homoklini
ký orbit = orbit spojují
í stabilní a nestabilní vari-etu téhoº sta
ionárního bodu (oµoς, °e
ky �stejný�). Heteroklini
ký orbit =10



Obrázek 8: P°íklad 6 pro ε = 0orbit spojují
í stabilní a nestabilní varietu dvou r·zný
h sta
ionární
h bod·(ετε̺oς, °e
ky �r·zný�).
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Obrázek 9: P°íklad 6 pro ε > 0

Obrázek 10: P°íklad 7 pro ε = 012



(a) ε > 0 (b) ε < 0Obrázek 11: P°íklad 7 pro ε 6= 0

(a) λ = 0 (b) λ < 0Obrázek 12: P°íklad 813


