Bifurkace v roviné.

Priklad 5 (Bifurkace sedlo-uzel — vznik symbidzy.). Zabyvame se soustavou
rovnic

a =alK —a)+ ap 2
(5 —a) + 2)
/ b ap

S 3
P=—5t i 3)

popisujici symbiozu mezi rostlinou p a hmyzem (opylovac¢em) a. Modfe je
vyznacen Clen popisujici vzajemnou pozitivni vazbu. V neptitomnosti hmyzu
(a = 0) rostliny exponencialné hynou, zatimco pro p = 0 (zadné rostliny) ma
a limitu K (=pfirozena kapacita prostiedi).

Studujeme chovéani feSeni v prvnim kvadrantu (a, p
na parametru K. Systém mé vzdy stacionérni body (0,0
uvniti prvniho kvadrantu plati

> 0) v zavislosti
a

) a (K,0); striktné

a— K
—_— 4
K+1-a (4)
P=0<= p=2a-—1 (5)

ad=0<+= p=

Soucasné splnéni téchto rovnic odpovida existenci dalsich ekvilibrif a vede na
kvadratickou rovnici

2a¢° —2a(K +1)+1=0 (6)

s diskriminantem D = 4(K + 1)? — 8, jenZ je roven 0 pravé kdyZ K nabyva
kritické hodnoty
Koy=v2-1.

Rozligujeme tii pripady (viz Obrazky 5, 6, 7).

(i) K < Ky — rovnice (6) nem4 FeSeni, tj. kiivky (4), (5) (v obrazku
Cervené) se neprotinaji. Z vySetieni sméru pribéhu feSeni (Sedé Sipky) je
patrné, 7e vSechna feSeni maji pro ¢ — oo limitu v bodé (K,0) (modry
krouzek).

(ii) Pro K = K| se kiivky (4), (5) dotykaji, ¢imZ vznika stacionarni bod

(%0, 90) = (1/vV2,v/2 - 1).

Matice linearizace v tomto bodé ma jedno nulové a jedno zaporné vlastni
¢islo. Stabilni varieta (odpovidajici zapornému vlastnimu ¢islu) je zhruba
naznacena Sipkami; feSeni lezici nad nimi (nebo v sektoru B) maji za limitu
bod (g, yo), zatimco FeSeni v sektoru A sméiuji opét do (K, 0), tedy (o, yo)
neni stabilni.
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Obrazek 5: Subkriticky pripad K < K

(iii) Dalsi zvétseni K vede k rozdéleni (zg, yo) na stabilni uzel a nestabilni
sedlo. Konkrétné pro K = Ky + 0.05 mame

(z1,11) = (0.542,0.085) (sedlo)
(22, 92) = (0.922,0.844)  (uzel)

Reseni v sektoru C sméuji k bodu (3, o).

Pozndmka. Viimnéte si, Ze v okamziku bifurkace (K = Kj) stacionarni bod
(zo,yo) neni hyperbolicky. Lze ukazat, ze to je nutnd podminka bifurkace,
nebot hyperbolické stacionarni body jsou robustni (chovani feSeni v jejich
okoli se neméni pii hladké perturbaci soustavy.)

Piiklad 6 (Jednoducha bifurkace sedlo-uzel). Uvazujme soustavu
¥ =(1+¢ez—y+a?
Y =(1+e)y—ax+y?

Pro e = 0 je v pocatku (jediny) stacionarni bod, ktery je nestabilni a ne-
hyperbolicky (spektrum linearizace {0,2}). Obrazek 8 — izocary {y' = 0}
cervené, {2’ = 0} modré; feSeni Cerné.



Obrazek 6: Kriticky pripad K = K|

Pro ¢ > 0 malé se pocatek stava nestabilnim uzlem (spektrum {e,2+¢}).
Vznika dalsi stacionarni bod (—¢,—¢) : sedlo se spektrem {—&,2 — ¢}. Viz
Obrazek 9; orbit spojujici ekvilibria je svétle modry.

Piiklad 7 (Poruseni homoklinického orbitu). Uvazujme systém

=y

y =ey+ax— 2

Pro ¢ = 0 mame dva stacionarni body : pocatek (sedlo se spektrem {£1}) a
bod (1,0), jehoz stabilitu linearizaci nelze urcit (spektrum {#£i}). Funkce
V(z,y) = y* — 2% + 22%/3 je prvni integral, neboli kazdé Feseni splituje
V(z,y) = C s vhodnym C, viz Obrazek 10. Pro C' = 0 dostavame pocatek a
prislugnou stabilni (zelend) a nestabilni (¢ervend) varietu, splyvajici v pravé
poloroviné v jeden homoklinicky orbit (tmavé modra).

Pro C € (—1/3,0) jsou V(x,y) = C jednoduché uzaviena kiivky, odpovi-
dajici periodickym fesenim kolem bodu (1,0). Odsud si lehce rozmyslime, ze
tento bod je stabilni, le¢ neni asymptoticky stabilni.

Pro e > 0 resp. € < 0 je nyni V (z,y) rostouci resp. klesajici podél feseni.
Bod (1,0) je nestabilni resp. asymptoticky stabilni.
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Obrazek 7: Superkriticky pripad K > K|

Homoklinicky orbit se ,roztrhne”. Pro ¢ > 0 se stabilni ¢ast stane het-
eroklinickym orbitem, spojujicim poc¢atek s (nyni nestabilnim) bodem (1, 0),
na Obrazku 11(a) zelené. Nestabilni ¢ast (Cervend) utikd do nekonecna.

Pro e < 0 spojuje nyni nestabilni varieta (Obrazek 11(b), ervené) pocatek
se (stabilnim) ekvilibriem (1, 0); stabilni ¢ast variety (zelené) pribihé z nekonecna.

Pozndmka. Pro ¢ = 0 nastava v bodé (1,0) takzvand Hopfova bifurkace,
kterou se budeme podrobnéji zabyvat nize.

Piiklad 8 (PoruSeni heteroklinického orbitu). Uvazujeme soustavu

¥ =N+ 2xy
y/:1+x2_y2

Pro A = 0 vidime feSeni na Obrazku 12(a). MnoZina 2’ = 0 resp. y' = 0 je
vyznacena modie resp. cervené. Existuji dva stacionarni hyperbolické body
(0,£1). Jde o sedla spojena heteroklinickym orbitem (zelena).

Pro A < 0 se oba sedlové body mirné posunou, typ stability zlistane

zachovan. Heteroklinicky orbit se vsak stava globalné definovanym fesenim
(Obrazek 12(b), zelena).

Poznamka. Homoklinicky orbit = orbit spojujici stabilni a nestabilni vari-
etu téhoZ stacionarniho bodu (opos, fecky ,stejny“). Heteroklinicky orbit =
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Obrazek 8: Piiklad 6 pro e =0

orbit spojujici stabilni a nestabilni varietu dvou riznych stacionarnich bodi
(eTepos, Tecky ,razny®).
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Obrazek 9: Piiklad 6 pro € > 0

Obrazek 10: Piiklad 7 pro € = 0
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(a) e >0 (b) e <0

Obrazek 11: Priklad 7 pro e # 0

(a) A=0 (b) A< 0

Obrazek 12: Piiklad 8
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