Bifurkace

Je déna rovnice

x’ = f(z, 1), (1)
kde u € R je parametr, z € R"” neznamé funkce. Predpokladame, Ze prava
strana f je hladka.

Definice 1 (Neformalni.). Rekneme, e rovnice (1) ma v bod& (zq, o) bi-
furkaci, jestlize chovani feseni v okoli bodu xg se podstatngm zpiisobem zméni
v okamziku p = pp.

Podstatnou zménou chovani rozumime typicky vznik /zanik stacionarniho
bodu ¢i zménu jeho stability.

Zakladni 1d bifurkace.

V nésledujicim uvedeme zakladni typy jedno-dimenzionélnich bifurkaci, tedy
piipad x € R. Bifurkace znazoriujeme na tzv. bifurka¢nim diagramu: do
roviny (i, z) vykreslujeme stacionarni body, neboli feseni rovnice f(x, ) =0
(v grafu modrou barvou). Je zvykem stabilni ekvilibria znacit plnou ¢arou,
nestabilni pferusovanou ¢arou. Smér pribéhu feseni pii pevném p — odpovidé
znaménku f(x, p) — je naznacen Sipkami.

Piiklad 1. Bifurkace ,sedlo-uzel” vznika u rovnice ' = p—z% Pro u < 0 ne-
jsou zadné stacionarni body; pro p = 0 se v poc¢atku objevi jeden stacionarni
bod, ktery se pro > 0 rozpadne na dva: stabilni a nestabilni (Obrézek 1).

Poznamka. Termin ,sedlo-uzel* je v jednodimenzionalnim ptipadé ponékud
matouci; analogicky piipad v R? odpovida situaci, kdy vznikne novy sta-
cionarni bod, ktery se vzapéti rozpadne na (stabilni) uzel a (nestabilni) sedlo.
Viz Piiklad 5 nize.

Piiklad 2. ,Transkritickd“ bifurkace se objevi u rovnice 2’ = ux — 2. Pro
i < 0 vidime stabilni a nestabilni ekvilibrium, kterd se k sobé s rostoucim
p priblizuji. V bodé p = 0 se jejich drahy protnou a typ stability se vyméni
(Obrazek 2).

Priklad 3. ,Vidlickova“ bifurkace je kombinaci predchozich. Prikladem je
rovnice 2/ = px — 3. Pro u < 0 méame stabiln{ stacionarni bod, z kterého se
pro i = 0 oddéli dva nové, zatimco ptivodni bod ztraci stabilitu (Obrazek 3).

Pozndmka. Ve vSech uvedenych piipadech jsou v bodé bifurkace, tedy pro
(xo, to) = (0,0), splnény rovnice
flz,p)=0
Ou f(x,pt) =0



Obrézek 1: Bifurkace ,sedlo-uzel“ 1d

Lze ukéazat, ze (pro jednodimenziondlni rovnici) jsou to nutné podminky
bifurkace. Dal3i podstatna vlastnost: v zadném okoli bodu bifurkace nelze
mnozinu { f(z, u) = 0} vyjadrit jako graf funkce proménné .

Piiklad 4 (Ne-bifurkace.). Rovnice 2/ = x —sin ;r m4 jediny stacionarni bod
x = sin p. Pii zméné p se tento bod posouvé, je nicméné stéle nestabilni. Zde
tedy nedochézi k zadné bifurkaci (Obrazek 4).



\
/]
\
/]
— ———
L
L
o
-~
L
®
L
-~
L
<
L
-
.
.
-
-~
o
.

\ \ \

Obrézek 2: Transkritickd* bifurkace

Obrazek 3: ,Vidlickova“ bifurkace



Obrazek 4: Zadna bifurkace.




