
20. 2. 2008
Matematická analýza 2b { 1. série

1. Lineární rovnice vy¹¹ích øádù (Kalendovy). Najdìte v¹echna øe¹ení následujícíchrovnic:(a) y00 + 4y0 + 4y = 0, (b) y00 � 3y0 + 2y = 0, y(0) = 4(c) y00 � 6y0 + 13 = 0, y(0) = y(1) = 1 (d) y00 � 2y0 � 3y = e4x,(e) y00 � 2y0 + 2y = cosx, y(0) = y0(0) = 1 (f) y000 � y00 � 2y0 = e2x + x3 + 3x2 + 1,(g) y00 + 3y0 + 2y = sinx+ sin 2x, (h) 4y000 + y0 = 3ex + 2 sin x2 ,(i) y00 � 3y0 + 2y = e2xp1�e2x , (j) y00 � y = ex�e�xex+e�x ,(k) y00 � 2y0 + y = exx2+x+1 , y(0) = y(1) = 0 (l) y00 + y = tg x,(m) y00 � 2y0 + y = exp4�x2 ,2. Soustavy lineárních rovnic (Kalendovy). Najdìte v¹echna øe¹ení následujícíchsoustav rovnic:(a) z0 + y = 0, z0 � y0 = 3z + y, (b) z0 + z � y = ex, y0 � z + y = ex,(c) 5z0 � 2y0 + 4z � y = e�x, z0 + 8z � 3y = 5e�x,(d) z0 + 3z + y = 0, y0 � z + y = 0, (e) z0 = y � 7z, y0 + 2z + 5y = 0,(f) z0 = 2y � 5z + ex, y0 = z � 6y + e�2x, (g) z00 + y0 + z = ex, z0 + y00 = 1,(h) u0 = w + v � u, v0 = w + u� v, w0 = u+ v + w, u(0) = 1, v(0) = w(0) = 0,(i) u0 = w + v, v0 = w + u, w0 = u+ v, u(0) = �1, v(0) = 1, w(0) = 0.3. Lineární nezávislost. Rozhodnìte, zda jsou následující trojice funkcí lineárnì nezá-vislé:(a) sinx, cosx, sin 2x, (b) x2 + x+ 1, x2 � 2x+ 2, x+ 1,4. Exponenciála matice. Vypoètìte expA pro
(a) A = � 1 10 1

� ; (b) A = � 0 1�1 0
� ; (c) A =

0
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5. Domácí úkol. (do 5.3.2008, 1=2 bodu) Nech» x, y, z jsou øe¹ení systému
x0 = �x+ y + z � 2 cos t
y0 = z
z0 = �y

s poèáteèní podmínkou x(0) = a, y(0) = b, z(0) = c. Najdìte v¹echny trojice (a; b; c) 2 R,pro které existuje limita limt!+1 x(t).
12. a 19.3.2007

Matematická analýza 2b { 2. série
1. Najdìte Fourierovy øady následujících funkcí:

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~barta/vyuka.html



(a) x na (��; �), (b) x2 na (��; �), (c) x2 na (0; 2�), (d) sin ax na (��; �),(e) cos3 x na (��; �), (f) sinmxsin x na (��; �), (g) 1sin x na (��; �), (h) sgn(x� 1) na (��; �),(i) sin4 x na (0; �), (j) ��x2 na (0; 2�), (k) x sinx na (��; �), (l) ln j sin x2 j na (0; �2 ),(m) j cosxj na (0; �), (n) x na (a; a+ l), (o) x� [x] na (0; 1), (p) sgn(x� 1) na (��; �),(q) maxf0; xg na (��; �), (r) maxf0; sinxg na (��; �),(s) x(� � jxj) na (��; �), (t) arcsin(sinx) na (��; �),(u) f(x) = x, x 2 [0; 1], f(x) = 1, x 2 (1; 2) a f(x) = 3� x, x 2 [2; 3] na intervalu (0; 3)
2. Které koe�cienty Fourierovy øady funkce na (��; �) se anulují, jestli¾e platí(a) f(x) = �f(x+ �) (b) f(x) = f(�x) a f(x+ �) = �f(x)(c) f(x) = �f(�x) a f(x+ �) = �f(x)
3. Rozveïte následující funkce v sinové a cosinové øady na intervalu (0; �):(a) sinx, (b) x2, (c) x3, (d) eax
4. Seètìte následující øady na uvedených intervalech:(a) 1P

n=1 cosnxn , (0; 2�), (b) 1P
n=1 cosnxn2 [0; 2�], (c) 1P

n=1 cosnxn3 [0; 2�],
(d) 1P

n=0 cos(2n+1)x(2n+1)2 , [��; �], (e) 1P
n=1 (�1)n sinnxn3 , [��; �], (f) 1P

n=0 cosnxn! , [��; �],
(g) P1m;n=1(�1)m+n sinmx�sinnymn , (��; �)� (��; �), (h) 1P

n=1 (�1)n sinnxn(n+1) , (��; �),
(i) 1P

n=1 sin2nxn2 , (j) 1P
n=1 cos2nxn2Návod k (i), (j): rozviòte charakteristickou funkci intervalu (0; y) v sinovou a cosinovouøadu na intervalu (0; �).

5. Seètìte následující øady:(a) 1P
n=1 1n2 , (b) 1P

n=1 (�1)n(2n�1)2 , (c) 1P
n=1 1n4 , (d) 1P

n=1 136n2�1 .
6. Doka¾te, ¾e pro jxj < 1 platí sin�x = �x ��1n=1(1� x2n2 ). (Rozviòte ve Fourierovu øadufunkci cos�x na (��; �), aplikujte pro x = �, vyjádøete cotg�x� 1�x a výslednou rovnostintegrujte.)

26. 3.2007
Matematická analýza 2b { 3. série

1. Spoètìte(a) minfR 1�1 jx3 � a� bx� cx2j2 dx : a; b; c 2 Rg;(b) minfR ��� jx2 � a cosx� b cos 2xj2 dx : a; b 2 Rg;
2. Nech» f je spojitá 1-periodická funkce a � iracionální èíslo. Doka¾te

limn!1 1n
nX

k=1 f(�k) =
Z 1
0 f(t) dt:



3. Uva¾ujme strunu jednotkové délky s upevnìnými konci. Výchylka y kmitající struny vèase t v bodì x je dána obecným pøepisem:
y(t; x) = 1X

n=1
p2 sinn�x(Cn cosn�ct+Dn sinn�ct);

kde c je konstanta.(a) Najdìte pøedpis pro výchylku y, jestli¾e v èase t = 0 byl støed struny vychýlen dovzdálenosti h a struna mìla tvar sestávající ze dvou úseèek (její rychlost v èase t = 0 bylanulová).(b) Najdìte pøedpis pro výchylku y, jestli¾e v èase t = 0 zaujímala struna tvar y(0; x) =kx(1� x) a její rychlost byla nulová (k je konstanta).
4. Potenciální energie struny pøi výchylce y je rovna R 10 � @y@x�2 dx. Pøepokládejme, ¾ekonstanty h a k z pøedchozí úlohy jsou takové, ¾e struny mìly v èase t = 0 stejnou energii.V kterém pøípadì bude znít základní tón silnìji? Urèete amplitudu základního tónu.5. Domácí úkol. (do 26.3., 1 bod)Metrový mìdìný drát má v èase t = 0 ve vzdálenosti x metrù od levého konce teplotu100 sin3(�x) stupòù Celsia. Konce drátu jsou v ledu a mají tak stálou teplotu 0�C. Výmìnutepla povrchem drátu zanedbejte. Jakou teplotu bude mít nejteplej¹í èást drátu po desetisekundách? (Návod: http://en.wikipedia.org/wiki/Heat equation)

9. 4. 2007
Matematická analýza 2b { 4. série

1. Vypoètìte délky následujících køivek:(a) (x;p1� x2), x 2 (�1; 1), (b) x2a2 + y2b2 = 1,(c) x = 3t, y = 3t2, z = 2t2, t 2 [0; 1], (d) px2 + y2 = 1 + xpx2+y2 ,(e) v polárních souøadnicích r = a sin2(�=3), � 2 [0; 3�]; a > 0,2. Vypoètìte následující køivkové integrály:(a) RCpx2 + y2 ds, kde C je kru¾nice (x� 1=2)2 + y2 = 1=4,(b) RC(x2 + y2 + z2) ds, kde C = f[a cos t; a sin t; bt]; t 2 [0; 4�]g,(c) RC jyj ds, kde C je dána rovnicí (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2),(d) RC �x 43 + y 43� ds, kde C = f[x; y] 2 R2 : x 23 + y 23 = a 43 g(e) RC x+ y ds po obvodu trojúhelníka s vrcholy [0; 0], [1; 0], [0; 1],(f) RC xy ds pro C = f(a cosh t; a sinh t); t 2 [0; t0]g, a > 0.3. Vypoètìte tì¾i¹tì následujících køivek:(a) oblouku homogenní cykloidy x = a(t� sin t), y = a(1� cos t), t 2 [0; �]; a > 0,(b) sférického trojúhelníku o vrcholech [1; 0; 0], [0; 1; 0], [0; 0; 1] na jednotkové kouli,(c) (et sin t; et cos t; et), t 2 (�1; 0),(d) y = cosh xa , x 2 [1; b].



4. Vypoètìte køivkové integrály druhého druhu:(a) RC(x+ y) dx+ (x� y) dy, C = fx2a2 + y2b2 = 1g, kladnì orientovaná,(b) RC(2a� y) dx+ x dy, C = f[x; y];x = a(t� sin t); y = a(1� cos t); t 2 [0; 2�]g; a > 0,(c) RC(x2 � 2xy) dx+ (y2 � 2xy) dy, C je èást paraboly y = x2 mezi body [�1; 1] a [1; 1],(d) RC (x+y) dx�(x�y) dyx2+y2 , C je kladnì orientovaná kru¾nice o polomìru a se støedem v poèátku.(e) RC yz dx+ xz dy + xy dz, C = f(a cos t; a sin t; b2� t); t 2 [0; 2�]g; a > 0,5. Vypoètìte:(a) práci silového pole F (x; y; z) = (x; y; xz � y) po køivce �(t) = (t2; 2t; 4t3), t 2 [0; 1].(b) mno¾ství kapaliny, které proteèe za jednotku èasu elipsou x24 + y29 = 1, proudí-li kapalinarychlostí V (x; y) = (x; 2y).
23. 4. 2007

Matematická analýza 2b { 5. série
1. Parametrizujte následující plochy:(a) povrch kvádru f(x1; x2; x3) : jxij � aig,(b) zobecnìnou sféru xa + ya + za = 1,(c) hyperboloid x2 + y2 � z2 = 1,(d) plochu, která vznikne rotací funkce sinx, x 2 [0; �] okolo osy x(e) plochu, která vznikne pohybem jednotkové kru¾nice tak, ¾e støed se pohybujepo hyperbole xy = a, z = 0 a kru¾nice je kolmá na tuto hyperbolu(f) povrch válce f(x; y; z) : 0 � z � v & x2 + y2 � r2g2. Vypoètìte obsahy následujících ploch:(a) z2 = 2xy uøíznuté rovinami x = 0, y = 0, x+ y = 1,(b) z =px2 + y2 omezené vnitøkem válce x2 + y2 = 2x,(c) x = � cos�, y = � sin�, z = h�, � 2 (0; a), � 2 [0; 2�](d) sféry fx2 + y2 + z2 = 1g(e) M = f(x; y; z) : z = xy; x2 + y2 � 1g,(f) M = f(x; y; z) : z = 12 (x2 + y2); x2 + y2 � 1g.3. Vypoètìte následující plo¹né integrály 1. druhu:(a) RS x2 + y2 dS, kde S je èást plochy x2 + z2 = 2az le¾ící v ku¾eli z �px2 + y2,(b) RS 1h dS, kde S je povrch elipsoidu x2a2 + y2b2 + z2c2 = 1a h(x; y; z) je vzdálenost støedu elipsoidu od roviny teèné k S v bodì (x; y; z),(c) RS z dS, kde S je plocha z úlohy 2c.4. Vypoètìte:(a) tì¾i¹tì plochy M = fx2 + y2 = 2z; 0 � z � 2g,(b) tì¾i¹tì plochy M = fz =px2 + y2; x2 + y2 � axg, a > 05. Vypoètìte plo¹né integrály druhého druhu:(a) RS(z � y) dy dz + (z � x) dz dx+ (x� y) dx dy, S je "vnìj¹í strana" plochyz2 = x2 + y2, 0 < z < h, h > 0,



(b) RS x2 dy dz + y2 dz dx+ z2 dx dy, S je "vnìj¹í strana" sféry(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2 = R2,(c) RS z dx dy, S je kladnì orientovaná sféra x+ 2 + y2 + z2 = 1,(d) RS x dy dz + y dz dx+ z dx dy, S je kladnì orientovaná sféra x2 + y2 + z2 = r2,(e) RS 1x dy dz + 1y dz dx+ 1z dx dy, S je vnìj¹í povrch elipsoidu x2a2 + y2b2 + z2c2 = 1.
6. (Domácí úkol, 1=2 bodu) Jakou práci musíme vykonat, chceme-li pøemístit kartáèekna zuby jednotkové hmotnosti z povrchu raketoplánu o hmotnosti m >> 1 na povrchvesmírné stanice o hmotnosti M >> 1? Raketoplán a vesmírnou stanici pova¾ujte za kouleo polomìrech �1, �2, jejich¾ hmota je soustøedìna ve støedu koule, kartáèek pova¾ujte zahmotný bod. Vzdálenost støedù raketoplánu a vesmírné stanice je d. Dva hmotné body ohmotnostech M1, M2 vzdálené r se pøitahují gravitaèní silou o velikosti �M1M2r2 . Po jakédráze bude energeticky nejvýhodnìj¹í kartáèek pøestìhovat?

21. 5. 2008
Matematická analýza 2b { 6. série

1. Potenciál. Vypoètìte následující køivkové integrály:(a) R� xdy + ydx, �(t) = (t2 + 2; t� 1), t 2 [�1; 3],(b) Rc ex(cos ydx+ sin ydy), c je kladnì orientovaná kru¾nice,(c) Rc e�xe�ydx+ e�ye�xdy, c je èást hyperboly x2 � y2 = 1, x; y > 0 orientovaná tak,¾e x roste.
2. Greenova vìta. Vypoètìte následující køivkové integrály:(a) Rc(x+ y)dx� (x� y)dy, c je kladnì orientovaná elipsa x2=a2 + y2=b2 = 1,(b) Rc(ex sin y �my)dx+ (ex cos y �m)dy, c je horní pùlkru¾nice x2 + y2 = axprobíhaná od (a; 0) do (0,0),(c) Rc x sin ydx+ y sinxdy, c je obvod ètverce [0; �]� [0; �] orientovaný po smìruhodinových ruèièek.
3. Stokesova vìta. Vypoètìte následující køivkové integrály:(a) Rc ydx+ zdy + xdz, kde c je prùnik sféry x2 + y2 + z2 = a s rovinou x+ y + z = 0kladnì orientovaný vzhledem k vektoru (1; 1; 1),(b) Rc(y2 � z2)dx+ (z2 � x2)dy + (x2 � y2)dz, kde c je prùnik ètverce [0; a]3 s rovinoux+ y + z = 3a=2 kladnì orientovaný vzhledem k vektoru (1; 1; 1)
4. Gaussova { Ostrogradského vìta. Vypoètìte:(a) RS x3dydz + y3dzdx+ z3dxdy, S vnìj¹í strana sféry x2 + y2 + z2 = a2,(b) objem tìlesa ohranièeného plochou x = u cos v, y = u sin v, z = �u+ a cos v, u � 0a rovinami x = 0, z = 0,(c) objem anuloidu.(d) RS xyzdydz, RS xydxdz, S je povrch krychle [0; a]3 orientovaný vnìj¹í normálou.



2. 4. 2008
1. písemka

1. (1/2 bodu) Najdìte sinovou øadu, která konverguje stejnomìrnì na intervalu [0; 3] kfunkci f(x) = minfx; x2; 2g.2. (1/2 bodu) Nech» x, y : [0;+1)! R jsou omezená øe¹ení soustavy
x0(t) = x(t) + 4y(t)
y0(t) = x(t)� 2y(t) + 3

s poèáteèní podmínkou x(1) = 1, y(1) = a, a 2 R. Urèete a a vypoètìte limt!+1(x(t); y(t)),pokud tato limita existuje.
7. 5. 2008

2. písemka
1. (1/2 bodu) Vypoètìte plo¹ný integrál prvního druhuZ

S x2 dS;
kde S je povrch tìlesa, které vznikne prùnikem válce x2+ y2 � 1 a koule x2+ y2+ z2 � 2.2. (1/2 bodu) Jakou práci vykoná vektorové pole

F (x; y) = � yx2 + y2 ; xx2 + y2
�

na bod pohybující se po hyperbole x2 � y2 = 3 z bodu [2; 1] do bodu [2;�1]?
Výsledky 1. série

1. (a) y = ce�2x+dxe�2x, (b) y = cex+(4�c)e2x, (c) y = 1, (d) y = 15e4x+c1e�x+c2e3x,(e) y = � 15 sinx cos2 x2 + 25 cosx� 25 cos3 x� 25 sinx+ 110 cosx sin(2x) + 15 cosx cos(2x) +35ex sinx + 45ex cosx, (f) y = � 1144 (20e2x � 24xe2x + 18x4 + 36x3 + 54x2 + 126x � 9) +C1 +C2e2x +C3e�x, (g) y = � 120 sin 2x� 320 cos 2x� 310 cosx+ 110 sinx+ c1e�2x + c2e�x,(h) y = 35ex � 4 cos x2 � sin x2 + sin x2 sinx + cos x2 cosx + C1 + C2 sin x2 + C3 cos x2 , (i)y = � arcsin(ex)ex � arctgh(p1� e2x)e2x + C1ex + C2e2x, x 2 (�1; 0), (j) y = � ln(1 +e2x))+x+2arctg(ex)ex+1+C1+C2ex, (k) y = � 12ex ln(x2+x+1)+ p33 ex arctg(p33 (2x+1))+ 2p33 arctg(p33 (2x+1))xex� p3�18 ex+� 12 ln 3� 5p3�18 �xex, (l) y = � cosx � ln 1+sin xcos x +



C1 cosx+C2 sinx, x 2 (�2 +k�; �2 +(k+1)�), (m) y = p4� x2ex+arcsin( 12x)xex+C1ex+C2xex, x 2 (�2; 2).2. (a) z = 3B�A4 ex + A+B4 e�3x, y = A�3B4 ex + 3A+3B4 e�3x, (b) z = ex + de�4x + c,y = ex � de�4x + c, (c) z = �2e�x + cex + de�2x, y = 3e�x + 3cex + 2de�2x, (c) z =�(c + d)xe�x + de�2x, y = (c + d)e�x + ce�2x, (d) z = (c � d)e�6x sinx + de�6x cosx,y = ce�6x cosx+ (c� 2d)e�6x sinx, (e) z = 740ex + 15e�2x + 23 (c+ d)e�4x � 13 (2c� d)e�7x,y = 140ex + 310e�2x + 13 (c + d)e�4x + 13 (2c � d)e�7x, (f) z = ex � 16x3 + b+c2 x2 + c + dx,z = �ex+ 124x4+a+bx+ b+c6 x3+ d2x2, (g) u = 13e�x+ 16e2x+ 12e�2x, v = 13e�x+ 16e2x� 12e�2x,w = � 13e�x + 13e2x, (h) u = �e�x, v = e�x, w = 0.3. (a) ano, (b) ano.
4. (a) � e ee 0

�, (b) � cos 1 sin 1� sin 1 cos 1
�,

(c)
0
@ 13e4 � 13e�2 e4 � e2 �e4 + e2� 12e�2 + 12e2 116 e4 � 13e�2 � 32e2 � 32e4 + e�2 + 12e2� 12e�2 + 12e2 12e4 � 12e2 � 16e4 + 23e�2 � 12e2

1
A,

Výsledky 2. série
1. (a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) 38 � 12 cos 2x+ 18 cos 4x, (j) 1P

n=1 sinnxn , (k) 1� 12 cosx+
2 1P
n=2 (�1)n+1n2�1 cosnx, (l) ln 12� 1P

n=1 cosnxn , (m) 2�� 4� 1P
n=1 (�1)24n2�1 cos 2nx, (n) a+ l2+ l� 1P

n=1 1n (sin 2�nal cos 2�nxl �
cos 2�nal sin 2�nxl ), (o) 12 � 1� 1P

n=0 sin 2�nxn , (p) � 1� + 1P
n=1 2(cosn�(�1)n)n� cosnx� 2 sinnn� sinnx,

(q) ��4 + 1P
n=1 (�1)n+1n sinnx � 2�(2n�1)2 cos(2n � 1)x, (r) 1� + 12 sinx � 2� 1P

n=1 cos 2nx4n2�1 , (s)
8� 1P
n=1 sin(2n�1)x(2n�1)3 , (t) 4� 1P

n=0 (�1)n(2n+1)2 sin(2n+1)x, (u) 23� 92�2 1P
n=1 1n2 cos 2�nx3 + 12�2 1P

n=1 1n2 cos 2�nx.2. (a) a2k, b2k, (b) a2k, bk, (c) ak, b2k.3. (a) sinx, 2�� 4� 1P
n=1 cos 2nx4n2�1 , (b) 2� 1P

n=1 (�1)n+1n sinnx� 8� 1P
n=1 sin(2n+1)x(2n+1)3 , �23 +4 1P

n=1 (�1)nn2 cosnx
(c) viz. Kopáèek IV, (d) Kopáèek IV.4. Kopáèek IV5. Kopáèek IV

Výsledky 3. série
Výsledky 4. série

Kopáèek III a Pickova sbírka na http://www.karlin.m�.cuni.cz/ pick/sbirka.pdf
Výsledky 5. série

Kopáèek III a Pickova sbírka na http://www.karlin.m�.cuni.cz/ pick/sbirka.pdf



Výsledky 6. série
Kopáèek III


