20. 2. 2008
Matematicka analyza 2b — 1. série

1. Linedrni rovnice vyssich fadu (Kalendovy). Najdéte vSechna feSeni nésledujicich
rovnic:
()y”+4y+4y:0, (b) y" = 3y' +2y =0, y(0) =4

— 6y +13=0,y(0) =y(1) =1 (d) y" =2y — 3y = e*,

-2y +2y=cosz, y(0) =9y (0)=1 (f) ¥y — 9" — 2y’ = e2* + 23 + 322 + 1,
”+3y + 2y = sinx + sin 2z, (h) 4y"" +y' = 3e® + 2sin
(i) y" =3y +23J_\/%7 () v" —y = =,
&) y" =20 +y = i, v(0) =y(1) =0 (1) y" +y =tga,
(m) y" -2 +y = 7=,

2. Soustavy linearnich rovnic (Kalendovy). Najdéte vSechna FeSeni nasledujicich
soustav rovnic:

a)z +y=0,2'—y =32 +y, (b
c) bz =2y +4z—y=e€e"" 2" +82— 3y = be~
d)z+3z+y:0,y’—z+y:0, (e)z—y 7zy+2z+5y—0
f) 2/ :2y—52+e‘”,y':z—6y+e‘2f”, (g) 2" +y' +z=¢€% 2 +y" =1,
h) o' —w—l—v—u v —w—l—u—v w =u+v+w, u0) =1, U(O):w(O):(J,
HDu' =w+v, v =w+u, w =u+v,u0) =-1, v(0) =1, w(0) = 0.

3. Linearni nezavislost. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici trojice funkci linedrné neza-
A\

Qﬁ@

)Z+Z—y—e y' —z+y=e",

(a) sinz, cos x, sin 2z, b) 2’ +z+1,2>-22+2, 2 +1,
4. Exponenciala matice. Vypoctéte exp A pro

2 2 =2
(a) A = (é 1) (b) A= (_01 é) ©A={2 5 -7
2 1 -3
5. Domaci tkol. (do 5.3.2008, 1/2 bodu) Necht z, y, z jsou feSeni systému
T =-—x+y+z—2cost
y' =z
/

2 = -y

s poc¢ate¢ni podminkou z(0) = a, y(0) = b, 2(0) = c¢. Najdéte viechny trojice (a,b,c) € R,
pro které existuje limita lim;_, o ().

12. a 19.3.2007
Matematicka analyza 2b — 2. série

1. Najdéte Fourierovy rady nésledujicich funkci:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ barta/vyuka.html
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(b) z* na (—m,n),
cos® x na (—m, ), (f) Slslfn"f a (—m,m),
! §))

x na (—m,m), E
sin® x na (0, 7), 5% na (0, 27r) (k
(
(

3

¢) 2% na (0,2n), d) sinaz na (-7, 7),
)

) (
e ) s Da (—m,7), (h)sgn(z —1)na (—=,7),
) (
) (

~—

wsinz na (—m,7), (1) In|sin §| na (0, §),

—e
~—

) |cosz| na (0,7), (n) :13 na (a,a +1), o) z —[z] na (0,1), (p)sgn(z—1)na (—m,x),
max{0,z} na (—m, ), r) max{0,sinz} na (—m,m),
xz(m — |z|) na (—m,7), (t) arcsin(sinz) na (—m, ),

() =z, 2z €[0,1], f(x) =1,z € (1,2) a f(x) =3 —z, z € [2,3] na intervalu (0, 3)

. Které koeficienty Fourierovy fady funkce na (—m, ) se anuluji, jestlize plati
) f(x) = —f(z+m) (b) f(z) = f(—2) a fx+7) =—f(z)
c) flx) = —f(-z)a flz+7)=—f()
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3. Rozvedte nasledujici funkce v sinové a cosinové rady na intervalu (0, 7):
(a) sin, (b) 22, (©) 2%, (d) evs
4. Sectéte nasledujici rady na uvedenych intervalech:
(a) > <%=, (0,2m), (b) Z e [0, 2], (¢) 2. %55 (0,27,
n=1 n=1
(@) 3 “Hrie®s [-mal, ()3;K 1sm"w[—an (0) 3 e, [, ),
(8) Y50 oy (m1)mHnsRmESIIY (7 1) x (—7r,7), (h) > S, (),

(i) Z sin’na e () Zl Cosznm

n—
Navod k ( ), (j): rozvinte charakteristickou funkci intervalu (0,y) v sinovou a cosinovou
fadu na intervalu (0, 7).

5. Sectéte nasledujici rady:

(@) 3 . 0 % g @ Tk @ 3 b=

n=1

6. Dokazte, ze pro |z| < 1 plati sinme = 7z - 1192, (1 — fl—z) (Rozvinte ve Fourierovu fadu
funkci cos ax na (—m, ), aplikujte pro x = 7, vyjadiete cotg ax — ﬁ a vyslednou rovnost
integrujte.)

26. 3.2007
Matematicka analyza 2b — 3. série
1. Spoctéte
(a) min{f11|x3—a—baz—cx2|2 dz : a,b,c € R},

b) min{[” _|2? —acosz — bcos2x|? dz : a,b € R},

2. Necht f je spojita 1-periodicka funkce a « iraciondlni ¢islo. Dokazte

1 !
lim — ) f(ak)= [ f(t)dt



3. Uvazujme strunu jednotkové délky s upevnénymi konci. Vychylka y kmitajici struny v
case t v bodé z je ddna obecnym prepisem:

o0
y(t,x) = Z V2sinnrx(C,, cosnmct + D, sinnwct),

n=1

kde c je konstanta.

(a) Najdéte predpis pro vychylku y, jestlize v ¢ase t = 0 byl stifed struny vychylen do
vzdalenosti h a struna méla tvar sestavajici ze dvou tsecek (jeji rychlost v ¢ase t = 0 byla
nulova).

(b) Najdéte predpis pro vychylku y, jestlize v ¢ase ¢ = 0 zaujimala struna tvar y(0,x) =
kxz(1 — ) a jeji rychlost byla nulova (k je konstanta).

9y
Ox
konstanty h a k z predchozi Gilohy jsou takové, ze struny mély v ¢ase ¢ = 0 stejnou energii.
V kterém pripadé bude znit zakladni ton silngji? Urcete amplitudu zakladniho ténu.

5. Domaéci tikol. (do 26.3., 1 bod)

Metrovy médény drat mé v case ¢ = 0 ve vzdalenosti x metrii od levého konce teplotu
100 sin® (7z) stupit Celsia. Konce dratu jsou v ledu a maji tak stalou teplotu 0°C. Vyménu
tepla povrchem dratu zanedbejte. Jakou teplotu bude mit nejteplejsi ¢ast dratu po deseti
sekundéch? (Navod: http://en.wikipedia.org/wiki/Heat_equation)

2
4. Potencialni energie struny pii vychylce y je rovna fol ( ) dz. Prepokladejme, ze

9. 4. 2007
Matematicka analyza 2b — 4. série

1. Vypoctéte délky nasledujicich kiivek:

(a) (z,VI—22), x € (—1,1), (b) & + % =1,
(c) z =3t y=3t2, =22, t € [0,1], (d)\/mzuwjm,
(e) v polarnich soufadnicich r = asin®(¢/3), ¢ € [0,37]; a > 0,

2. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly:

a) [oVx? +y? ds, kde C je kruznice (z — 1/2)” +y*> = 1/4,

b) [o(z? +y* + 2?) ds, kde C' = {[acost,asint, bt],t € [0,4n]},
¢) Jo |yl ds, kde C je déna rovnici (2* + y?)* = a®(2* — y?),

d) [, (x% +y%> ds, kde C = {[z,y] € R? : 23 + y3 =a¥}

e) Joz +y ds po obvodu trojihelnika s vrcholy [0,0], [1,0], [0, 1],
)

) oblouku homogenni cykloidy = = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € [0,7]; a > 0,
) sférického trojuhelniku o vrcholech [1,0,0], [0, 1,0], [0,0, 1] na jednotkové kouli,
) (e!sint, el cost,et), t € (—o0,0),



oCtéte kiivkové integraly druhého druhu
a) Jolz+y)dz+ (z—y) dy, C = {? ¥3 = 1}, kladné orientovana,
) |~(2a —y) dz + z dy, C = {[z,y];x = a(t —sint),y = a(l — cost),t € [0,27]}; a > 0,
Jo (@ = 2zy) dx + (y* — 2zy) dy, C je East paraboly y = z* mezi body [-1,1] a [1,1],
)

(z+y) dw—(w—y) dy
fC 1172+y2
(e) Joyz dz + xz dy + 2y dz, C = {(acost,asint, %t),t € [0,27]}; a > 0,

A'h
<
<
i)

, C' je kladné orientovand kruznice o poloméru a se stifedem v pocatku.

5. Vypoctéte:

(a) préaci silového pole F(z,y,2) = (z,y,zz — y) po kiivce ¢(t) = (t2,2t,4¢3), t € [0,1].

(b) mnozstvi kapaliny, které protece za jednotku ¢asu elipsou "1—2 v - = 1, proudi-li kapalina
rychlosti V(z,y) = (z,2y).

23. 4. 2007
Matematicka analyza 2b — 5. série

1. Parametrizujte nasledujici plochy:

(a) povrch kvadru {(x1,z2,23) : |z;| < a;},

(b) zobecnénou sféru z* + y* + 2% =1,

(c) hyperboloid z? +y? — 2% =1,

(d) plochu, ktera vznikne rotaci funkce sinz, z € [0, 7] okolo osy z

(e) plochu, kterd vznikne pohybem jednotkové kruznice tak, Ze stfed se pohybuje
po hyperbole zy = a, z = 0 a kruznice je kolma na tuto hyperbolu

(f) povrch vélce {(a:,y, 2): 0<2<v & 22 +y? <r?}

2. Vypoététe obsahy néasledujicich ploch:

(a) 22 = 22y ufiznuté rovinami z = 0,y = 0, z +y =1,

(b) z = v/22 + y? omezené vnittkem véalce 22 + y? = 2=,

(¢) x = pcos @, y = psmqb, z = he, p € (0,a), ¢ € [0,27]

(d) sféry {x® + 9> + 22 =1}

(&) M = {(z,4,2) : ==y, 2> +y* <1},

(f) M ={(z,y,2) : z=5(2" +y°), 2° +y* <1}.

3. Vypoctéte nasledujici plosné integraly 1. druhu:

(a) [g2® +y* dS, kde S je ¢ast plochy 2? + 2% = 2az lezici v kuzeli z > /22 + y2,
(b) [¢+ dS, kde S je povrch elipsoidu Z—i + ?Z—j + i—z =1

a h(z,y, z) je vzdalenost stfedu elipsoidu od roviny tecné k S v bodé (z,y, z),
c¢) [¢2 dS, kde S je plocha z tlohy 2c.

4. Vypoctéte:

(a) téziste plochy M = {x? + y? = 22,0 < z < 2},
(b) teziste plochy M = {z = /22 + y2,22 + y? < azx},a >0

5. Vypoctete plosné integraly druhého druhu:
(a) [¢(z—y) dy dz + (z — z) dz dz + (z — y) dz dy, S je "vné&jsi strana” plochy
2?2 = g2 —|—y 0<z<h,h>0,



(b) fsx dy dz + 9% dz do + 22 dz dy, S je "vnéjsi strana” sféry
(z—a)*+ (y =)+ (2 — )* = R?,

(c) fS z dz dy, S je kladné orientovand sféra x + 2 + y? + 2% =1,
(

d) fs x dy dz + y dz dz + z dz dy, S je kladné orientovand sféra z2 + y + 22 =12,

fs dy dz —i— dz do + - L dz dy, S je vnéjsi povrch elipsoidu x2 + 4 b—2 + £ c—2 =1

6. (Domaéci tkol, 1/2 bodu) Jakou praci musime vykonat, chceme-li premistit kartécek
na zuby jednotkové hmotnosti z povrchu raketopldnu o hmotnosti m >> 1 na povrch
vesmirné stanice o hmotnosti M >> 17 Raketoplan a vesmirnou stanici povazujte za koule
o polomérech pq, ps2, jejichz hmota je soustiedéna ve stfedu koule, kartacek povazujte za
hmotny bod. Vzdalenost stfedi raketoplanu a vesmirné stanice je d. Dva hmotné body o
hmotnostech M;, M, vzdalené r se pritahuji gravitacni silou o velikosti fiMl M2 Po jaké
draze bude energeticky nejvyhodnéjsi kartacek prestéhovat?

21. 5. 2008

Matematicka analyza 2b — 6. série

1. Potencial. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly:

(a) [, zdy + ydz, ¢(t) = (t?+2,t—1),te[-1,3],

(b) fc T(cosydz + sinydy), ¢ je kladné orientovana kruznice,

(c) [ e e ¥dx + e Ve *dy, c je ¢ast hyperboly #* —y*> =1, 2,y > 0 orientovana tak,
Z

Greenova véta. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly:
) [.(z +y)dz — (x — y)dy, ¢ je kladné orientovana elipsa z?/a® + y /b2 =1,
) [ (e* siny — my)dz + (e* cosy — m)dy, ¢ je horni pilkruznice 2?2 +y? =ax
obihand od (a,0) do (0,0),

[ zsinydz + ysinzdy, c je obvod ¢tverce [0, 7] x [0, 7] orientovany po sméru
hodinovych rucicek.

2.
(a
(b
pr
()

3. Stokesova véta. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly:

a) [.ydz + zdy + xdz, kde ¢ je prinik sféry 2% + 3”4+ 2> = a s rovinou z +y + 2z = 0
kladné orientovany vzhledem k vektoru (1,1,1),

(b) [.(y* — 2°)dx + (2> — 2*)dy + (¢* — y?)dz, kde ¢ je prinik ¢tverce [0,a]* s rovinou
x4+ y + z = 3a/2 kladné orientovany vzhledem k vektoru (1,1,1)

4 Gaussova — Ostrogradského véta. Vypoctéte:

(a) fs 22dydz + y3dzdx + 22dxdy, S vnéjsi strana sféry 22 +y2 4+ 22 = a
(b) objem télesa ohraniceného plochou x = ucosv, y = usinv, z = —u + acosv, u > 0
a rovinami x = 0, z = 0,

(c) objem anuloidu.
(d) [qxyzdydz, [sxydrdz, S je povrch krychle [0,a]® orientovany vnéjsi normélou.

2



2. 4. 2008
1. pisemka
1. (1/2 bodu) Najdéte sinovou fadu, kterd konverguje stejnomérné na intervalu [0, 3] k

funkci f(x) = min{z, z?,2}.
2. (1/2 bodu) Nechf , y : [0, +00) = R jsou omezena reseni soustavy

y'(t) = x(t) — 2y(t) + 3

s pocatecni podminkou z(1) =1, y(1) = a, a € R. Urcete a a vypoctéte lim (x(t),y(t)),

t—+oo
pokud tato limita existuje.

7. 5. 2008
2. pisemka
1. (1/2 bodu) Vypoctéte plosny integral prvniho druhu

/:U2 ds,
S

kde S je povrch télesa, které vznikne prinikem vélce 22 +y? < 1 a koule 22 +y? + 22 < 2.
2. (1/2 bodu) Jakou praci vykona vektorové pole

_ Yy z
F(ny) - <x2+y27$2+y2)

na bod pohybujici se po hyperbole 2> — y* = 3 z bodu [2,1] do bodu [2, —1]?

Vysledky 1. série

(a) y = ce™* +dre™2%, (b)y—ce +(4—c)e*”, (0)y=1,(d) y = Le* +cre7" + e
) +

1.
( Yy = —%smxcosz a? 4+ 2cosz — 2cos® x — Zsinz + 5 cos xsin(2 —Cosxcos(Qx)
5

2e? sinw + fe® cosz, (f) y = — 157 (20e?® — 24z + 182" + 362° + 54a? + 126z — 9) +
3 3 T

C’1+Cge2‘”+036*“’, (g)y= —Lsm2x— %60521‘ 0 cosa:+—smw+cle 2T 4 che™?,

(h) y = 2e” —4cos% —sinZ + sinZsinz + cosLcosz + C + CosinZ + Cycos , (i)
y = — arcsin(e®)e” — arctgh(\/l —e2r)e?® + Cre® + Cre?®, z € (—00,0), (j) y = —In(1 +
27)) +z+2arctg(e”)e” + 1+ Cy + Cae”, (k) y = —1e” In(z? + x4+ 1)+ ‘/ge arctg(‘f(2x+

1))+ 2\[au"(:tg(‘f(2$+1)) @ {i;el‘—l—( In3 — 5f”)xe,(l)y——cosx-lnm+

Cos @



Cicosz+Cosinz, x € (2+km, 24 (k+ 1)), (m) y = V4 — 22e” +arcsin(z)ze” + Cre” +
Cozxe®, x € (—2,2).

9. (a) y = SB4—Ae:v + A-JL-Be—Sa:7 y = A—43Be:v + 3A—£3Be—3x, (b) 7 = e* + de—24% + ¢,
y=e* —de 4+ ¢, (c) 2= —2e7% + ce® +de™22, y = 3e7% + 3ce” + 2de 2%, (¢) z =
—(c+d)ze™® +de ™, y = (c +d)e™® + ce 22, (d) z = (¢ —d)e % sinz + de % cosz,
y=ce 5Tcosz —i—A(c —2d)e % sinz, (e) 2= e+ ie 4 2(c+d)e - L(2c—d)e 7,
y = 45" + %e’zm + e+ d)e * + L(2¢c — d)e 1z ,(f) z=e" — 3% + b+c 2?2 + ¢ + dr,
s = et +24ZE —|—Cl+b.7,‘—|—b+c 3+d.’132 (g)u_% :1:_|_162:c_|_1672:1:’v:i1)) 7w+é€2m_%672a}’
w=—1e" + 1’7, (h)u——e ,v=e"" w=0.

3. (a) ano, ( ano.

4. (a) e cos1 sin1
e —sinl cosl /)’

%64 - et — e? —et 4 e?

1, ; 1.4 1,-2 3,2 3.4 —2 1,2
3 *%e A S L R &
—5e 7+ 5 3¢ — 3¢ —5¢ T 3€ 7 3¢

Vysledky 2. série

1. (a) (b) (c) (d) (e) () (g) (h) (i) 2 — Jcos2z + § cos4z, (j) ni; sinne (k) 1 —1cosz+

230 CH cosna, (DIng— 3 <2, () 2-2 52 (505 cos2na, () a4 3 K (sin 22 cos 25
27 L n m e An?1 ’ ‘ n T !
n=

™

0o

COS Zﬂlna - ZTFZNQ?), (O) %_% Z s1n2n7rnx, (p) 1 _|_ Z 2(cos nn( n") COS L — 2smn sin nz,
= n=1

(@) -7 + Z

%nz %, (t) 2 Z (2( Jlr)l)Q sin(2n+1)z, (u)
2. (a) asg, b2k7 (b) a’2k7 bk7 ( ) Gk, ka
3.

(a)sinzx, =—=2 ICOSQ”” (b) 27 Z (Gl 1) smnx—% 21%7 T4 Z (G 1) cosnxl

oo

2 cos 2nz (S)

_1ynt+1 .
( ) sinnz — ﬁcos@n — Dz, (r) + + zsinzg — 2 ) 20

o0 0
9 1 27Tnoc 1
— 57 E 3 C + 5 27T2 > —7 COS 27m:13.|

n=1

Wl

4n2—1>

(c) viz. Kopacek IV, (d) Kopacek IV
4. Kopacek TV
5. Kopéacek IV

Vysledky 3. série

Vysledky 4. série
Kopéacek 111 a Pickova sbirka na http://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/sbirka.pdf
Vysledky 5. série

Kopacek III a Pickova shirka na http://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/sbirka.pdf



Vysledky 6. série

Kopacek II1



