3. 10. 2007
Matematicka analyza 2a — 1. série

1. Bodova a stejnomérna konvergence posloupnosti. Vysetrete bodovou, stejnomér-
nou a lokalné stejnomérnou konvergenci:

(8) fn(x) = 2" — 2" na (0,1), (b) fn(z) = 2" — 2" na (0,1),

() fa(z) = ;45 n (0 00), (d) ful2) = 705z na (0,1),

(e) fu(z) = y/2? + ;5 na R, (f) fu(2) =n(y/z + 5 — V@) na (0,00),
() fo(z) = SR02 py ]Ri (h) fo(z) =sin(%) na R,

() fu(x) = o arcta(n) na R () Fu() = (14 %) na R,

(k) fn(z) = % In £ na (0,+00), (1) fa(z) = e**~Y na (~o00,1/2),

(m) fn(x) = 1_%_:5 T Na [07+OO)7 (n) fn(x) = % na (O7+OO)

(0) fo(z) =2™na |z| < 1,z € C, (p) fu(z) = n(z"/™ —1) na [1, +o00)

)
(@) fo(z) = 75z nafz| <&,z € C, resp. [z > ¢, 2 € C.

2. Bodova a stejnomérna konvergence fad. Vysetiete, pro kterd x jsou nasledujici
rfady konvergentni a na jakych intervalech jsou stejnomérné, resp. lokdlné stejnomérné
konvergentni (absolutné, neabsolutné):

a OOln"m, b Ooi, c 5 L,

( )ngl ( )ngzzl\/ﬁ ()n:11+m

(d) 3 (e) E: (CEREES e @)Tgiln%;fm%

( ) Z 1+n5m2’ ( ) Z 111(1—|— ln n) () Ela‘rCtg 2+n3’
n

() z2nsm37, (k) ;— (1 z T

m oo smocsmnm, n —~ cosnz arctg na, o (= 1)nne—w2/n’

(m) nzl Jnte (n) nzl g (0) ngl (=1

_=H™ me n 1)L\FJ — nnsin®n
( ) Z m / , ( ) Z \/m (r) nzzjl(—l) n2tz? -

3. Teoretlcke ulohy. Rozhodnete o platnosti néasledujicich tvrzeni:
O

(a) > %= pro z = zo, pak konverguje na intervalu [z¢,00) stejnomérné.
n=1

o
(b) Konverguje-li > %2 stejnomérné na intervalu (zo, o0), pak konverguje také pro x = x.
n=1
(¢c) Necht f,, f: I — J a f, — [ stejnomérné na I. Pokud g : J — R je spojita
(stejnomérné spojitd) na J, pak go f, = go f stejnomérné na I.
6. Pojem konvergence obecné. Necht X, Y a Z jsou libovolné mnoziny a f : X xY — Z.
Co potrebujeme od mnozin X, Y a Z, abychom mohli mluvit
(a) o bodové konvergenci limy,_,,, f(z,y)?
(b) o stejnomérné konvergenci limy,_,,, f(z,y) vzhledem k z € X; C X7
(c) o lokalné stejnomérné konvergenci lim,_,,, f(x,y) vzhledem k z € X; C X7
Napiste definice pojmt uvedenych v (a), (b) a (c).
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ barta/vyuka.html



17. 10. 2007
Matematicka analyza 2a — 2. série

1.* Stejnomérna konvergence posloupnosti. VySetfete bodovou a stejnomérnou kon-
vergenci:

i ; In(142)_=
(a) fo(z) =n3(sin £ — zsin i) (b) folz) = U+ 5

n cos m—l
: z sin y+sin zy—2x . 224zy+y?2—+/22+z+1/y
(c) lim, o Leinutsinzy—2ey () lim, , Yy

2.* Stejnomérna konvergence rfad.

() 3 (H5) 0) & 2 (€) 3 e,

n=1
(@) 3 nsinma”, (€) & AR 0 X S (#4)

3. Stejnomérna konvergence rad zavislych na parametru. VySetiete stejnomérnou
konvergenci:

& P .q 0 wn n
(a) lﬁﬁppﬂ>0, Uﬂi%ﬂémyER,
n— n—=
4. Derivovani rad. Najdéte mnozinu bodi, ve kterych maji nasledujici funkce derivaci:
X _q1)n 00
() f(0) = X (b) f@) = 3 otk
n— n—

5. Spojitost a derivovani rad. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni:

o0 .
(a) Funkce f(x) = >  *:3* md spojitou derivaci na R a spojitou f na (0, 27).
n=1

(b) Funkee ¢(z) = Y~ - je C*° na (1,00).
n=1

(¢) Necht f(2) = > 57594, kde p,¢ > 0. Pak f je spojitd na (0, 00), pokud max(p, q) > 1
=1

n—
a f je spojitd na R, pokud p+ ¢ > 2.
6. Zajimavé protipriklady. Dokazte.
(a) Rada >_°7  (—1)"(1 — z)z™ konverguje na [0, 1] absolutné i stejnomérné, ale nekonver-
guje absolutné stejnomérné.

Rada _, fn(x), kde f,(z) = sinx na (2nm,2(n+1)7) a f,(x) = 0 jinak, nekonverguje
b)Rada | f kde f 2nm, 2 1 f 0 k, nek g
stejnomeérné na (0, co), presto jeji soucet je tam spojita nekonecéné diferencovatelnd funkce.
(Najdéte fadu, kterd nekonverguje ani lokdlné stejnomérné, jen bodové, a pfesto je soucet
nekonecné diferencovatelnd funkce.)
c¢) Stejnomérné konvergentni fadu > oo . f.(x) nezdpornych funkci, kde f,(z) = 0 na

n=1
0,277 1U[27™,1] a fn(z) = L sin?(2"M 7z) na [27"~1, 27"], nelze majorizovat absolutné
n J

konvergentni ¢iselnou radou.

31. 10. 2007
Matematicka analyza 2a — 3. série

1. Mocninné fady. Vysetrete konvergenci (absolutni a neabsolutni, bodovou, stejnomér-
nou a lokalné stejnomérnou) nasledujicich ¥fad v komplexnim oboru:



() 3 gra” (b) 3 Hrar
oo o0 7\/;%"
(d) X TR @) (o) X e

®) % Hee-1r 0) 3 (5 + fa)a”
(J) il (1 + %)n2 (3; + 2)277, (k) il(—l)n (é}:‘f;)pxn

2. Mocninné rady. Sectéte nasledujici rady:
o0

(a) > n2gn—t (b) > n(n+2)z"
n=1 n=1
0 pintl 0 n2a™

(d) 2 g (e) nE @n+D)!

—1)yn+1
(a) > (2n)71 (b) nzl ey
@ 2w © 3 7

4. Teoretické ulohy.
(a) Vysettete prubéh funkce ((x) :=

(18

1
n® "

n=1

1
2

MeiiMe] M8

3
I
—

3

Matematicka analyza 2a — 4. série

1. Uplnost. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici metrické prostory tiplné:

{[z,y] € R? : zy < 1} s eukleidovskou metrikou
{

{

{

fec(o,1]):

{£:0,1] > R : f spojital, || fI| := [, |£(x)| dz
{(an)pZy : lima, existuje}, [[(an)pi || := SUPnen |ay]
{(ap), hm an existuje}, p(a,b) := 37 5= Lla, —
EZ 2l <m +a2 <2}, plz,y) =
x Q@ x N se souctovou metrikou.

1(@1,91) + p2(22,y2), je také tplny.

b
VA\/

prostor.

bn|
|z1| + |z2| + |y1| + |y2| pokud z # y.

R
. Uplnost. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzent:
Jsou-li (My, p1), (M, p2) Gplné, pak (M X My, p1 X p2), kde p1 X pa((x1,%2), (y1,¥y2)) :

z € C:|z| < 1nebo Rez > 1} s eukleidovskou metrikou

b) Spojitym obrazem tplného prostoru je zase uplny prostor.
c) Je-li zobrazeni spojité a na, pak je obrazem Gplného metrického prostoru opét tplny

[T,y e R?2: 2?2+ <1 & z+y < %} s eukleidovskou metrikou

21. 11. 2007

I|f = 3|lec < 1mnebo ||f—sin||w < 1} se supremovou metrikou

(d) Je-li f homeomorfismus mezi dvéma metrickymi prostory, pak jsou bud oba tplné nebo

oba netplné.



3. Souvislost. Rozhodnéte, zda jsou mnoziny z bodu 1 souvislé, pfipadné obloukové
souvislé:

4. Souvislost. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (pfipadné o platnosti jed-
notlivych implikaci):

(a) Je-li A C R™ konvexni, pak je souvisld (obloukové souvisla).

(b) Jsou-li A, B C R" konvexm pak je AN B souvisla.

(c¢) Mnozina A je souvisla, pravé kdyz je jeji hranice souvislé.

(d) Je-li f: (M, p) — (N, a) spojité, pak A C M je souvisla, pravé kdyz f(A) je souvisla.
5. Kompaktnost. Rozhodnéte, zda jsou mnoziny z bodu 1 a nésledujici mnoziny kom-
paktni.

(J)* {(55175527 . ) € l2 : |Z’n| S %}7 ||(ZL'1,£172, ©. )“2 = 2?21 |$n’2

(k) {f € C([0,1] : [[f]| £1 & f neklesajici)}, ||f|loc = maxyefo,1)]f ()]

6. Husté a ridké mnoziny. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Prostor omezenych funkei na [0, 1] se supremovou metrikou neni separabilni.

b) Konecéné sjednoceni ridkych mnozin je opét ridkd mnozina.

¢) Prostor 1 := {(z1,22,...) : [|[(®1,22,...)||2 = Doney |2n]? < +00} je separabilni.
d) Sou¢in dvou separabilnich metrickych prostori je opét separabilni.

e)* Kompaktni podmnoziny C([0,1]) jsou ridké.

(
(
(
(
(

5. 12. 2007
Matematicka analyza 2a — 5. série

1. Jednoduché DR. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic spliujici dané podminky:
()y—w‘+w+17y(0):2 (b) e*y' =z, y(1) =2

() y" =1,y(1)=0,y(3) =2 (d)y' =y,y0) =a

2. Se p race proménnych. Najdéte vSechna teSeni diferencidlnich rovnic:

(a) %y’ = yarctgx (b) y' =e"y (c) zyy' =y* +1

(d) zy' =ylny (e) y =t3(1/y) () V' = zy?

(8) y’—1+y () y' =V (y - 1) 1) y' =2(1+y?)

3. Linearni rovnice prvniho radu. Najdéte vSechna reSeni diferencidlnich rovnic:
(a) 2y’ +y = 2° (b) y' +2y =e” © Y +y= 1=

(d) =3y’ + 2y = sin 2z (e) y + 2xy = x + 323 )y +23sinz -y =2 +2
gy +Inx-y=2x (h) y' — 322y = sinx (i) y' + £ =2

4. Linearni rovnice vyssich ra du Najdéte vSechna feSeni diferencidlnich rovnic:
()y"+3y+2—2x (b) y" —dy =e* (©) y" +y =we" +1
(d) y" —y" +y' —y =sinz (e)y 5y +6 = 327 ) v +y=2+2

5. Rovnice, které lze prevést na predchozi typy. Najdéte vSechna teSeni diferenci-

alnich rovnic:

= Va2 —y?+y by =5 +% (€) ¢y = 557
(d) (t+y-2)dy=(y—z—4) ds (@) ¥ = 335y
) (z+y+1) dy=2z+2y—1) dz (8) y' = % — 2

6. Dalsi diferencialni rovnice. Najdéte vSechna feSeni diferencidlnich rovnic:




(a) (y')° —2z(y")? +y =22 (b) (¥')*—1=0
() W) +yy +y>—1=0

19. 12. 2007
Matematicka analyza 2a — 6. série

1. Metoda integrac¢niho faktoru. Najdéte vSechna reSeni diferencidlnich rovnic:

(a) y' + 2%y =1, (b) ¥ + 2%y = 22, (c) ¥ (1 + 22) + zy = 15z,
(d)y' +ynz=1 (@ y" +zy ==2,¢y(0)=1 (f) y" +2%y =3+2?

2. Bernoulliovy rovnice. Najdéte vSechna feSeni diferencidlnich rovnic:

(a) y' + 2zy = 223> (b) zy' +y =y?Inx (c) y' + ey = yte3®

(d) y' + zy = y*® () v2y' + L =sinz () y' — %=1

Vysledky 1. série

1. (a) bodova limita f(z) = 0, s.k. na (0,1), (b) bodova limita f(xz) =0, s.k. na (0,1 —¢),
l.s.k. na (0, 1), neni s.k. na okoli 1, (¢) bodova limita f(x) = 0, s.k. na (0, 4+00), (d) bodové
limita f(z) = =, s.k. na (0,1), (e) bodova limita f(z) = z, s.k. na R, (f) bodova limita
flz) = ﬁi’ s.k. na (e, +00), L.s.k. na (0,+00), neni s.k. na okoli 0, (g) bodova limita
f(z) =0, s.kk. na R, (h) bodova limita f(z) = 0, s.k. na (0, K), l.s.k. na R, neni s.k. na
okoli +o00, (i) bodova limita sgnz - /2, s.k. na (¢, +00) a (—o0,—¢), L.s.k. na (0, 4+00),
(—00,0), neni s.k. na okoli 0, (j) bodova limita f(x) = e, s.k. na (—K, K), l.s.k. na R,
neni s.k. na okoli oo, (k) bodova limita f(xz) = 0, s.k. na [0, K), L.s.k. na [0,4+00), neni
s.k. na okoli 400, (1) s.k. k f(z) =0, (m) sk. k f(z) =z, 2 > 1, f(z) =1, 2 <1, (n)
ls.k. k f(x) = 0 na (0,+00), s.k. na (e, +00), neni s.k. na okoli 0, (o) bodové k f(z) =0
pro |z| < 1, f(z) = 1 pro z = 1, diverguje pro |z| = 1, x # 1. l.s.k. na |z| < 1, s.k. na
|| < 1 — ¢, neni s.k. u hranice, (p) L.s.k. k Inz na [1,400), s.k. na [1, K), neni s.k. na
okoli +o0, (q) bodové limita f(z) = 0, pro z # +%, sk. na {|z| > ¢,z # +1}, Lsk. na
{|z| > 0,z # £<}, neni s.k. na okoli 0.

2. (a) na (1/e,e) 1.s.AK (ale ne s.AK), jinde D, (b) s.K na (—o0, —1], 1.s.AK (ale ne s.AK)
na (—oo,—1) a (1,400), D na (—1,1], (c) na |z| > 1 1.s.AK (ale ne s. AK), jinde D, (d)
1.s.AK (ale ne s.AK) na |z| > 1, L.s.K (ale ne s.K) na R\ (—=1,1], s KnaR\ (-1,1—¢], D
na (—1,1] \ {0}, v 0 nedef., (e) L.s.AK (ale ne s.AK) na R\ {—1/n,n € N}, v —1/n neni
definovand, (f) AK pro |z| > 1, K navic pro z = —1, 1.s.AK (ale ne s.AK) na |z| > 1, s.K
na (—oo, —1] a 1.s.K (ale ne s.K) na (1,+00), (g) s.AK na R, (h) v 0 neni definovand, na
R\ {0} 1.s.AK, ale ne s.AK, (i) s.AK na R, (j) v O neni definovand, na R \ {0} 1.s.AK, ale
ne s.AK, (k) AK jen v z = kn, bodové K na R, 1.s.K (ale ne s.K) na (2kr,2(k+ 1)7), (1) v
M := {—n,n € N} neni definovand, AK nikde, K na R\ M. s.K. na [-K,+00) \ M, 1.s.K
na R\ M. (m) definované na (—1,400), AK jen pro z = kr, s.K na (=1, +00), (n) AK jen
proxz =0, K na R\ {2k7}, D pro = 2kr, 1.s.K (ale ne s.K) na R\ {2k7}, (0) AK nikde,
K na R, s.K na R, (p) AK nikde, K na R, s.K na R, (q) AK nikde, def. na (-1, +00), s.k.
na (—1,400), (r) AK nikde, s.k. na R.

3. (a) (b)



4. (a) Y a Z jsou topologické pfipadné metrické prostory, X libovolnd mnozina, (b) Y
a Z jsou topologické piipadné metrické prostory, X libovolnd mnozina, (¢) Y a Z jsou
topologické pripadné metrické prostory, X také,

Vysledky 2. série

1. (a) bodova f(x) = m}%g, l.s.k. (ale ne s.k.) na R, (b) nedef. pro M = {—n,n € N},
bodové f(z) = 2% pro z € R\ M, l.s.k. (ale ne s.k.) na R\ M, (c) bodova f(z) = ’1;””2,

l.s.k. (ale ne s.k.) na R, (d) bodova f(z) = ﬁ na R\ {0}, l.s.k. (ale ne s.k.) na
(07 +OO)7 (_0070)'

2. (a) |z| <1 AK, z = —1 K, jinak D, 1.s.AK (ne s.AK) na |z| < 1, 1.s.K. na [-1,1),
(b) z = £1 nedef., |x| > 1 D, 1.s.AK (ne s.AK a ne s.K) na (—1,1), (c) s.AK na [-7/6 +
2kmw, /6 + 2kx], jinde D, (d) AK pro |z| < 1, || > 1 77, 1.s.AK (ne s.AK) pro |z| < 1,
() AK pro z = 0, K pro € R, 1.s.K (ne 1.s.AK, ne s.K) pro z € (-K,K), (f) AK
pro z € R\ {£2}, K i pro z = 2, l.s.AK (ne s.AK) pro z € R\ {£2}, 1.s.K (ne s.K) na
z e R\ {-2}.

3. (a)p>2:D,p<2: AK prox € [0,4+00). p+ 3¢/2 < 3s.AK na [0, +00), p+3¢/2> 3
1.s.AK na [0, +00), (b) 77

4. (a) D(f) =R\ Z~, spoj. a dif. na D(f), (b) D(f) =R, spoj. na R, dif. na R\ {0}.

5. (a) Tvrzeni jsou pravdiva, (b) Tvrzeni je pravdivé, (c¢) Tvrzeni jsou pravdiva.

Vysledky 3. série

1. (a) r =3, pro |z| = 3 D, L.s.AK (ne s.AK ani s.K) na |z| < 3, (b) r = 1, pro |z| =1,
z # 1K (ne AK), z =1 D; 1.s.AK (ne s.AK) na |z| < 1, 1.s.K (ne s.K) na {|z| < 1,z # 1};
(c)r=1,prop>1l:pro|z| =1AK,s.AKna |z| <1l;prol>p>0:pro|z| =1,z #1K
(ne AK), pro z =1 D, 1.s.AK (ne s.AK) na |z| < 1, L.s.K (ne s.K) na {|z| < 1,z # 1}; pro
p < 0: pro |z| =1 D, 1.s.AK (ne s.AK ani s.K) na |z| < 1; (d) r = 1/3, stfed v 2 = —1,
pro |z +1] =1/3, 2 #4/3 K (ne AK), x = 4/3 D; L.s.AK (ne s.AK) na |z + 1| < 1/3, Ls.K
(ne s.K) na {|lz+ 1| < 1,z # 4/3}; (e) r = 1, pro |z| = 1 AK; s.AK na |z| < 1; (f) pro
a<1l:r =400, l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na C; pro a > 1 r = 0; pro a = 1 viz. (c¢), p=0;
(g) proa > 1: r = 400, L.s.AK (ne s.AK ani s.K) na C; proa < 1: r = 0; (h) proa > b
se chova stejné, jako by b = 0: r = 1/a, K (ne AK) na kruznici kromé jednoho bodu; pro
a < b se chova stejné jako by a = 0: r = 1/b, AK na kruznici; (i) stejné jako (c), p = 0; (j)
r = 1/4/e, stfed —2, pro |z + 2| = 1/4/e D; 1.s.AK (ne s.AK ani s.K) na |z + 2| < 1//e;
(k) r = 2P, pro p < 0 na kruznici D, pro 0 < p < 2 K (ne AK) na kruznici kromé z = —2P,
kde D, pro p > 2 AK na kruznici; stejnomérné konvergence vyjde jako obvykle, (1) 1.s.AK
(ne s.AK ani s.K) na R

( ) (11+f)3 pro |z| < 1, (b) (13—;'37 lz| < 1, (c) (22 /4+z/2+1)e*/?, z € R, (d) } arctgz—
, (e) }L(%smh\/f— cosh /) pro x > 0, %(‘””\}%1 sin y/—z — cos\/—x) pro

1
:r<0(f)..

3. (a) w/4, (b) &, (¢) ot 2 (d)In2—7/2, (e) In2, (f) 6.




4. (a) vSechny derivace spojité na (1,400), kladné, klesajici, konvexni, lim,_,;1 = 400,

Vysledky 4. série

SR

Vysledky 5. série

1. (a) y(z) = 32° + 32’ +2+2, 2 € R, (b) e (—z—1)+2—-2e"", z € R, (¢)
zlnz—z+—(2In3+2)z+ 33 -1, z € (—00,0), (0,+00), (d) ae®, z € R.
2. (a)

Vysledky 6. série

1. (a)
2. (a)



