
3. 10. 2007
Matematická analýza 2a { 1. série

1. Bodová a stejnomìrná konvergence posloupností. Vy¹etøete bodovou, stejnomìr-nou a lokálnì stejnomìrnou konvergenci:(a) fn(x) = xn � xn+1 na (0; 1), (b) fn(x) = x2n � x3n na (0; 1),(c) fn(x) = 1x+n na (0;1), (d) fn(x) = nx1+n+x na (0; 1),
(e) fn(x) =qx2 + 1n2 na R, (f) fn(x) = n(qx+ 1n �px) na (0;1),
(g) fn(x) = sinnxn na R, (h) fn(x) = sin( xn ) na R,(i) fn(x) = x arctg(nx) na R, (j) fn(x) = (1 + xn )n na R,(k) fn(x) = xn ln xn na (0;+1), (l) fn(x) = en(x�1) na (�1; 1=2),(m) fn(x) = 1+xn1+xn�1 na [0;+1), (n) fn(x) = lnnxnx na (0;+1)
(o) fn(x) = xn na jxj � 1; x 2 C, (p) fn(x) = n(x1=n � 1) na [1;+1)(q) fn(x) = nx1+n2x2 na jxj � ", x 2 C, resp. jxj � ", x 2 C.
2. Bodová a stejnomìrná konvergence øad. Vy¹etøete, pro která x jsou následujícíøady konvergentní a na jakých intervalech jsou stejnomìrnì, resp. lokálnì stejnomìrnìkonvergentní (absolutnì, neabsolutnì):
(a) 1P

n=1 lnn x, (b) 1P
n=1

xnpn , (c) 1P
n=1

11+xn ,
(d) 1P

n=1
1nxn , (e) 1P

n=1
1((n�1)x+1)(nx+1) , (f) 1P

n=1
ln(1+nx)nxn ,

(g) 1P
n=1

nx1+n5x2 , (h) 1P
n=1 ln(1 + x2n ln2 n ), (i) 1P

n=1 arctg 2xx2+n3 ,
(j) 1P

n=1 2n sin 13nx , (k) 1P
n=1

sinnxn , (l) 1P
n=1

(�1)nx+n ,
(m) 1P

n=1
sin x sinnxpn+x , (n) 1P

n=1
cosnxn arctg nx, (o) 1P

n=1
(�1)nn+(�1)n e�x2=n,

(p) 1P
n=1

(�1)npn+(�1)n e�x2=n, (q) 1P
n=1

(�1)bpncpn(n+x) , (r) 1P
n=1(�1)n n sin2 nn2+x2 .

3. Teoretické úlohy. Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení:
(a) 1P

n=1
annx pro x = x0, pak konverguje na intervalu [x0;1) stejnomìrnì.

(b) Konverguje-li 1P
n=1

annx stejnomìrnì na intervalu (x0;1), pak konverguje také pro x = x0.
(c) Nech» fn, f : I ! J a fn ! f stejnomìrnì na I. Pokud g : J ! R je spojitá(stejnomìrnì spojitá) na J , pak g � fn ! g � f stejnomìrnì na I.
6. Pojem konvergence obecnì. Nech»X, Y a Z jsou libovolné mno¾iny a f : X�Y ! Z.Co potøebujeme od mno¾in X, Y a Z, abychom mohli mluvit(a) o bodové konvergenci limy!y0 f(x; y)?(b) o stejnomìrné konvergenci limy!y0 f(x; y) vzhledem k x 2 X1 � X?(c) o lokálnì stejnomìrné konvergenci limy!y0 f(x; y) vzhledem k x 2 X1 � X?Napi¹te de�nice pojmù uvedených v (a), (b) a (c).
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17. 10. 2007
Matematická analýza 2a { 2. série

1.* Stejnomìrná konvergence posloupností. Vy¹etøete bodovou a stejnomìrnou kon-vergenci:(a) fn(x) = n3(sin xn � x sin 1n ) (b) fn(x) = ln(1+ xn )� xncos 1n+x�1
(c) limy!0 x sin y+sin xy�2xyxy3 (d) limy!1

px2+xy+y2�px2+x+1=yx(y�1)2.* Stejnomìrná konvergence øad.
(a) 1P

n=1
�x(x+n)n

�n, (b) 1P
n=1

xn1�xn , (c) 1P
n=1

2n sinn xn2 ,
(d) 1P

n=1n sin�xn, (e) 1P
n=1

(�1)npn npx, (f) 1P
n=1

(�1)nn
� 4xx2+4

�n.
3. Stejnomìrná konvergence øad závislých na parametru. Vy¹etøete stejnomìrnoukonvergenci:
(a) 1P

n=1
npxqx2+n3 , p; q > 0, (b) 1P

n=1
xnynxn+yn , y 2 R,

4. Derivování øad. Najdìte mno¾inu bodù, ve kterých mají následující funkce derivaci:
(a) f(x) = 1P

n=1
(�1)nn+x (b) f(x) = 1P

n=1
jxjn2+x2

5. Spojitost a derivování øad. Rozhodnìte o pravdivosti následujících tvrzení:
(a) Funkce f(x) = 1P

n=1
sinnxn3 má spojitou derivaci na R a spojitou f 00 na (0; 2�).

(b) Funkce �(x) = 1P
n=1

1nx je C1 na (1;1).
(c) Nech» f(x) = 1P

n=1
xnp+x2nq , kde p; q � 0. Pak f je spojitá na (0;1), pokud max(p; q) > 1

a f je spojitá na R, pokud p+ q > 2.
6. Zajímavé protipøíklady. Doka¾te.(a) Øada P1n=1(�1)n(1� x)xn konverguje na [0; 1] absolutnì i stejnomìrnì, ale nekonver-guje absolutnì stejnomìrnì.(b) ØadaP1n=1 fn(x), kde fn(x) = sinx na (2n�; 2(n+1)�) a fn(x) = 0 jinak, nekonvergujestejnomìrnì na (0;1), pøesto její souèet je tam spojitá nekoneènì diferencovatelná funkce.(Najdìte øadu, která nekonverguje ani lokálnì stejnomìrnì, jen bodovì, a pøesto je souèetnekoneènì diferencovatelná funkce.)(c) Stejnomìrnì konvergentní øadu P1n=1 fn(x) nezáporných funkcí, kde fn(x) = 0 na[0; 2�n�1][ [2�n; 1] a fn(x) = 1n sin2(2n+1�x) na [2�n�1; 2�n], nelze majorizovat absolutnìkonvergentní èíselnou øadou.

31. 10. 2007
Matematická analýza 2a { 3. série

1. Mocninné øady. Vy¹etøete konvergenci (absolutní a neabsolutní, bodovou, stejnomìr-nou a lokálnì stejnomìrnou) následujících øad v komplexním oboru:



(a) 1P
n=1

n3nxn (b) 1P
n=1

lnnn xn (c) 1P
n=1

xnnp
(d) 1P

n=1
3n+(�2)nn (x+ 1)n (e) 1P

n=1
3�pnxnpn2+1 (f) 1P

n=1 an
2xn

(g) 1P
n=1

n!an2 (x� 1)n (h) 1P
n=1

�ann + bnn2 �xn (i) 1P
n=1xn!

(j) 1P
n=1

�1 + 1n�n2 (x+ 2)2n (k) 1P
n=1(�1)n

� 2n(n!)2(2n+1)!
�p xn (l) 1P

n=1n2 � x21+x2
�n

2. Mocninné øady. Seètìte následující øady:
(a) 1P

n=1n2xn�1 (b) 1P
n=1n(n+ 2)xn (c) 1P

n=1
n2+12nn! xn

(d) 1P
n=1

x4n+14n+1 (e) 1P
n=1

n2xn(2n+1)! (f) 1P
n=1

(�1)nn3xn(n+1)!
3. Sèítání øad. Seètìte následující øady:
(a) 1P

n=1
(�1)n+12n�1 (b) 1P

n=1
n(2n+1)! (c) 1P

n=1
(�1)n+13n�2

(d) 1P
n=1

(�1)nn(2n�1) (e) 1P
n=1

1n2n (f) 1P
n=1

n22n
4. Teoretické úlohy.
(a) Vy¹etøete prùbìh funkce �(x) := 1P

n=1
1nx .

21. 11. 2007
Matematická analýza 2a { 4. série

1. Úplnost. Rozhodnìte, zda jsou následující metrické prostory úplné:(a) fz 2 C : jzj < 1 nebo Re z > 1g s eukleidovskou metrikou(b) f[x; y] 2 R2 : xy < 1g s eukleidovskou metrikou(c) f[x; y] 2 R2 : x2 + y3 � 1 & x+ y < 12g s eukleidovskou metrikou(d) ff 2 C([0; 1]) : kf � 3k1 < 1 nebo kf � sin k1 < 1g se supremovou metrikou(e) ff : [0; 1]! R : f spojitág, kfk := R 10 jf(x)j dx(f) f(an)1n=1 : lim an existujeg, k(an)1n=1k := supn2N janj(g) f(an)1n=1 : lim an existujeg, �(a; b) :=P1n=1 12n jan � bnj(h) f[x1; x2] 2 R2 : 1 < x1 + x2 < 2g, �(x; y) := jx1j+ jx2j+ jy1j+ jy2j pokud x 6= y.(i) R�Q� N se souètovou metrikou.
2. Úplnost. Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení:(a) Jsou-li (M1; �1), (M2; �2) úplné, pak (M1�M2; �1��2), kde �1��2((x1; x2); (y1; y2)) :=�1(x1; y1) + �2(x2; y2), je také úplný.(b) Spojitým obrazem úplného prostoru je zase úplný prostor.(c) Je-li zobrazení spojité a na, pak je obrazem úplného metrického prostoru opìt úplnýprostor.(d) Je-li f homeomor�smus mezi dvìma metrickými prostory, pak jsou buï oba úplné nebooba neúplné.



3. Souvislost. Rozhodnìte, zda jsou mno¾iny z bodu 1 souvislé, pøípadnì obloukovìsouvislé:
4. Souvislost. Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení (pøípadnì o platnosti jed-notlivých implikací):(a) Je-li A � Rn konvexní, pak je souvislá (obloukovì souvislá).(b) Jsou-li A, B � Rn konvexní, pak je A \B souvislá.(c) Mno¾ina A je souvislá, právì kdy¾ je její hranice souvislá.(d) Je-li f : (M;�)! (N;�) spojité, pak A �M je souvislá, právì kdy¾ f(A) je souvislá.
5. Kompaktnost. Rozhodnìte, zda jsou mno¾iny z bodu 1 a následující mno¾iny kom-paktní.(j)* f(x1; x2; : : : ) 2 l2 : jxnj � 1ng, k(x1; x2; : : : )k2 =P1n=1 jxnj2.(k) ff 2 C([0; 1] : kfk � 1 & f neklesající)g, kfk1 = maxx2[0;1] jf(x)j.6. Husté a øídké mno¾iny. Doka¾te následující tvrzení:(a) Prostor omezených funkcí na [0; 1] se supremovou metrikou není separabilní.(b) Koneèné sjednocení øídkých mno¾in je opìt øídká mno¾ina.(c) Prostor l2 := f(x1; x2; : : : ) : k(x1; x2; : : : )k2 =P1n=1 jxnj2 < +1g je separabilní.(d) Souèin dvou separabilních metrických prostorù je opìt separabilní.(e)* Kompaktní podmno¾iny C([0; 1]) jsou øídké.

5. 12. 2007
Matematická analýza 2a { 5. série

1. Jednoduché DR. Najdìte øe¹ení diferenciálních rovnic splòující dané podmínky:(a) y0 = x2 + x+ 1, y(0) = 2 (b) exy0 = x, y(1) = 2(c) y00 = 1x , y(1) = 0, y(3) = 2 (d) y0 = y, y(0) = a
2. Separace promìnných. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:(a) x2y0 = y arctg x (b) y0 = exy (c) xyy0 = y2 + 1(d) xy0 = y ln y (e) y = tg(1=y0) (f) py0 = xy2(g) y0 = 1 + y2 (h) y0 = 3p(y � 1)2 (i) y0 = x(1 + y2)
3. Lineární rovnice prvního øádu. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:(a) 2y0 + y = x3 (b) y0 + 2y = ex (c) y0 + y = 11+e2x(d) �3y0 + 2y = sin 2x (e) y0 + 2xy = x+ 3x3 (f) y0 + x3 sinx � y = x+ 2(g) y0 + lnx � y = 2x (h) y0 � 3x2y = sinx (i) y0 + yx = x2
4. Lineární rovnice vy¹¹ích øádù. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:(a) y00 + 3y0 + 2 = 2x2 (b) y00 � 4y = ex (c) y000 + y0 = xex + 1(d) y000 � y00 + y0 � y = sinx (e) y00 � 5y0 + 6 = 3x3 (f) y000 + y = x+ 2
5. Rovnice, které lze pøevést na pøedchozí typy. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenci-álních rovnic:(a) xy0 =px2 � y2 + y (b) y0 = xy + yx (c) y0 = 2xy3x2�y2(d) (x+ y � 2) dy = (y � x� 4) dx (e) y0 = 1x+2y(f) (x+ y + 1) dy = (2x+ 2y � 1) dx (g) y0 = x2y2 � 2
6. Dal¹í diferenciální rovnice. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:



(a) (y0)3 � 2x(y0)2 + y0 = 2x (b) (y0)2 � 1 = 0(c) (y0)2 + yy0 + y2 � 1 = 0
19. 12. 2007

Matematická analýza 2a { 6. série
1. Metoda integraèního faktoru. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:(a) y0 + x2y = 1, (b) y0 + x2y = x2, (c) y0(1 + x2) + xy = 15x,(d) y0 + y lnx = 1 (e) y00 + xy0 = x, y0(0) = 1 (f) y00 + x2y0 = 3 + x2
2. Bernoulliovy rovnice. Najdìte v¹echna øe¹ení diferenciálních rovnic:(a) y0 + 2xy = 2x3y3 (b) xy0 + y = y2 lnx (c) y0 + exy = y4e3x
(d) y0 + xy = y2x3 (e) y2y0 + y3x = sinx (f) y0 � yx2 = y2x3

Výsledky 1. série
1. (a) bodová limita f(x) = 0, s.k. na (0; 1), (b) bodová limita f(x) = 0, s.k. na (0; 1� �),l.s.k. na (0; 1), není s.k. na okolí 1, (c) bodová limita f(x) = 0, s.k. na (0;+1), (d) bodoválimita f(x) = x, s.k. na (0; 1), (e) bodová limita f(x) = x, s.k. na R, (f) bodová limitaf(x) = 12px , s.k. na (�;+1), l.s.k. na (0;+1), není s.k. na okolí 0, (g) bodová limita
f(x) = 0, s.k. na R, (h) bodová limita f(x) = 0, s.k. na (0;K), l.s.k. na R, není s.k. naokolí +1, (i) bodová limita sgnx � �=2, s.k. na (�;+1) a (�1;��), l.s.k. na (0;+1),(�1; 0), není s.k. na okolí 0, (j) bodová limita f(x) = ex, s.k. na (�K;K), l.s.k. na R,není s.k. na okolí �1, (k) bodová limita f(x) = 0, s.k. na [0;K), l.s.k. na [0;+1), nenís.k. na okolí +1, (l) s.k. k f(x) = 0, (m) s.k. k f(x) = x, x > 1, f(x) = 1, x � 1, (n)l.s.k. k f(x) = 0 na (0;+1), s.k. na (�;+1), není s.k. na okolí 0, (o) bodovì k f(x) = 0pro jxj < 1, f(x) = 1 pro x = 1, diverguje pro jxj = 1, x 6= 1. l.s.k. na jxj < 1, s.k. najxj < 1 � �, není s.k. u hranice, (p) l.s.k. k lnx na [1;+1), s.k. na [1;K), není s.k. naokolí +1, (q) bodová limita f(x) = 0, pro x 6= � in , s.k. na fjxj > �; x 6= � ing, l.s.k. nafjxj > 0; x 6= � ing, není s.k. na okolí 0.
2. (a) na (1=e; e) l.s.AK (ale ne s.AK), jinde D, (b) s.K na (�1;�1], l.s.AK (ale ne s.AK)na (�1;�1) a (1;+1), D na (�1; 1], (c) na jxj > 1 l.s.AK (ale ne s. AK), jinde D, (d)l.s.AK (ale ne s.AK) na jxj > 1, l.s.K (ale ne s.K) na R n (�1; 1], s.K na R n (�1; 1� �], Dna (�1; 1] n f0g, v 0 nedef., (e) l.s.AK (ale ne s.AK) na R n f�1=n; n 2 Ng, v �1=n neníde�novaná, (f) AK pro jxj > 1, K navíc pro x = �1, l.s.AK (ale ne s.AK) na jxj > 1, s.Kna (�1;�1] a l.s.K (ale ne s.K) na (1;+1), (g) s.AK na R, (h) v 0 není de�novaná, na
R n f0g l.s.AK, ale ne s.AK, (i) s.AK na R, (j) v 0 není de�novaná, na R n f0g l.s.AK, alene s.AK, (k) AK jen v x = k�, bodovì K na R, l.s.K (ale ne s.K) na (2k�; 2(k+1)�), (l) vM := f�n; n 2 Ng není de�novaná, AK nikde, K na R nM . s.K. na [�K;+1) nM , l.s.Kna R nM . (m) de�novaná na (�1;+1), AK jen pro x = k�, s.K na (�1;+1), (n) AK jenpro x = 0, K na R n f2k�g, D pro x = 2k�, l.s.K (ale ne s.K) na R n f2k�g, (o) AK nikde,K na R, s.K na R, (p) AK nikde, K na R, s.K na R, (q) AK nikde, def. na (�1;+1), s.k.na (�1;+1), (r) AK nikde, s.k. na R.
3. (a) (b)



4. (a) Y a Z jsou topologické pøípadnì metrické prostory, X libovolná mno¾ina, (b) Ya Z jsou topologické pøípadnì metrické prostory, X libovolná mno¾ina, (c) Y a Z jsoutopologické pøípadnì metrické prostory, X také,
Výsledky 2. série

1. (a) bodová f(x) = x�x36 , l.s.k. (ale ne s.k.) na R, (b) nedef. pro M = f�n; n 2 Ng,
bodová f(x) = x2 pro x 2 R nM , l.s.k. (ale ne s.k.) na R nM , (c) bodová f(x) = �1�x26 ,l.s.k. (ale ne s.k.) na R, (d) bodová f(x) = x+32xpx2+x+1 na R n f0g, l.s.k. (ale ne s.k.) na
(0;+1), (�1; 0).
2. (a) jxj < 1 AK, x = �1 K, jinak D, l.s.AK (ne s.AK) na jxj < 1, l.s.K. na [�1; 1),(b) x = �1 nedef., jxj > 1 D, l.s.AK (ne s.AK a ne s.K) na (�1; 1), (c) s.AK na [��=6 +2k�; �=6 + 2k�], jinde D, (d) AK pro jxj � 1, jxj > 1 ??, l.s.AK (ne s.AK) pro jxj < 1,(e) AK pro x = 0, K pro x 2 R, l.s.K (ne l.s.AK, ne s.K) pro x 2 (�K;K), (f) AKpro x 2 R n f�2g, K i pro x = 2, l.s.AK (ne s.AK) pro x 2 R n f�2g, l.s.K (ne s.K) nax 2 R n f�2g.
3. (a) p � 2: D, p < 2: AK pro x 2 [0;+1). p+ 3q=2 < 3 s.AK na [0;+1), p+ 3q=2 � 3l.s.AK na [0;+1), (b) ??
4. (a) D(f) = R n Z�, spoj. a dif. na D(f), (b) D(f) = R, spoj. na R, dif. na R n f0g.
5. (a) Tvrzení jsou pravdivá, (b) Tvrzení je pravdivé, (c) Tvrzení jsou pravdivá.

Výsledky 3. série
1. (a) r = 3, pro jxj = 3 D, l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na jxj < 3, (b) r = 1, pro jxj = 1,x 6= 1 K (ne AK), x = 1 D; l.s.AK (ne s.AK) na jxj < 1, l.s.K (ne s.K) na fjxj � 1; x 6= 1g;(c) r = 1, pro p > 1: pro jxj = 1 AK, s.AK na jxj � 1; pro 1 > p > 0: pro jxj = 1, x 6= 1 K(ne AK), pro x = 1 D, l.s.AK (ne s.AK) na jxj < 1, l.s.K (ne s.K) na fjxj � 1; x 6= 1g; prop � 0: pro jxj = 1 D, l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na jxj < 1; (d) r = 1=3, støed v x = �1,pro jx+1j = 1=3, x 6= 4=3 K (ne AK), x = 4=3 D; l.s.AK (ne s.AK) na jx+1j < 1=3, l.s.K(ne s.K) na fjx + 1j � 1; x 6= 4=3g; (e) r = 1, pro jxj = 1 AK; s.AK na jxj � 1; (f) proa < 1: r = +1, l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na C; pro a > 1 r = 0; pro a = 1 viz. (c), p=0;(g) pro a > 1: r = +1, l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na C; pro a � 1: r = 0; (h) pro a � bse chová stejnì, jako by b = 0: r = 1=a, K (ne AK) na kru¾nici kromì jednoho bodu; proa < b se chová stejnì jako by a = 0: r = 1=b, AK na kru¾nici; (i) stejné jako (c), p = 0; (j)r = 1=pe, støed �2, pro jx + 2j = 1=pe D; l.s.AK (ne s.AK ani s.K) na jx + 2j < 1=pe;(k) r = 2p, pro p � 0 na kru¾nici D, pro 0 < p � 2 K (ne AK) na kru¾nici kromì x = �2p,kde D, pro p > 2 AK na kru¾nici; stejnomìrná konvergence vyjde jako obvykle, (l) l.s.AK(ne s.AK ani s.K) na R
2. (a) 1+x(1�x)3 pro jxj < 1, (b) x(3�x)(1�x)3 , jxj < 1, (c) (x2=4+x=2+1)ex=2, x 2 R, (d) 12 arctg x�ln 1+x1�x , jxj < 1, (e) 14 (x+1px sinhpx � coshpx) pro x > 0, 14 (x+1px sinp�x � cosp�x) pro
x < 0 (f) ??
3. (a) �=4, (b) 12e , (c) �3p3 + ln 23 , (d) ln 2� �=2, (e) ln 2, (f) 6.



4. (a) v¹echny derivace spojité na (1;+1), kladná, klesající, konvexní, limx!1+ = +1,limx!+1 = 0.
Výsledky 4. série

1. (a) NE, (b) NE, (c) NE, (d) NE, (e) NE, (f) ANO, (g) NE, (h) ANO, (i) NE
2. (a) ANO, (b) NE, (c) NE, (d) NE
3. (a) NE, (b) ANO, (c) ANO, (d) NE, (e) ANO, (f) ANO, (g) ANO, (h) NE, (i) NE
4. (a) ANO, (b) ANO, (c) NE, (d) NE
5. (a) NE, (b) NE, (c) NE, (d) NE, (e) NE, (f) ANO, (g) NE, (h) ANO, (i) NE, (j) ANO,(k) NE

Výsledky 5. série
1. (a) y(x) = 13x3 + 12x2 + x + 2, x 2 R, (b) e�x(�x � 1) + 2 � 2e�1, x 2 R, (c)
x lnx� x+�( 32 ln 3 + 2)x+ 32 ln 3� 1, x 2 (�1; 0), (0;+1), (d) aex, x 2 R.
2. (a) Výsledky 6. série
1. (a)
2. (a)


