o ) o 5.10.2006
Matematicka analyza la — 1. série

1. Nerovnice. Reste nasledujici rovnice a nerovnice v R:

(a)||x—2|+1|<5 (b) |z + 1|+ |z — 2| < 4, (c) |22 — 4z + 3| < |z% — 4],
(d) &5 < A5 +1, (e) Va2 +2x — 3 > V2 + 3z — 4,
(f) cosz < sinz, (g)1<|ax+1]| <2 (h) log1 (22 =3z +3) >0,
(i) az® + bz + ¢ > 0, (j) sin 2z = sin, (k) log(z? + 1) = 2log(3 — z).
2. Matematicka indukce. Dokazte nésledujici tvrzeni:
(a) 6](10” 4), (b) (14+x)" > 14 nx, Ve > —1,
(€) Xjot ¥ = gn(n+1)(2n + 1), (d )Zk | B =gn?(n+ 1)

n
() X <im (f) ;2 <2f

3. Vyroky. Necht M zna¢f mnozinu vSech muzi a Z mnozinu vech zen. Uvazujme nésle-
dujici vyrokové formy: S(m, 2): ,MuZ m je manzelem Zzeny 2.“; Ly(m, 2): ,MuZz m miluje
zenu 2.“; Ly(m, 2): ,Zena # miluje muze m.“. Pomoci kvantifikdtort, logickych spojek a
forem S, L; a Lo zapiste nasledujici vyroky:
) Kazdy Zenaty muz miluje svou manzelku.
b) Kazdou zenu miluje néjaky muz.
c) Kazda zena mé nejvys jednoho manzela.
d) Kazdy muz mé nejvys jednu manzelku. (Riké tento vyrok totéz, co c)?)
e) Existuje vdand Zena.
f) Existuje Zenaty muz. (Rik4 tento vyrok totéz, co e)?)
Nésledujici vyroky ptelozte do Cestiny.
(g) Im € MV € Z(=S(m, 3));
(h) 3z € ZY¥m € M(Ly(m, %) = =La(m, %));
() Vze€ Z((Fm e M : Ly(m,2)) = (3m € M : Li(m, 2) & —La(m, 2)).
4. Uvedte priklady funkci, které spliiuji/nespliuji nasledujici vyroky:
(a) ¥a € [0,1]3y € [0,1]: f(x) < f(y).
(b) V6§ >03K >0: |z —y|<d=|f(zx)— fly)] < K.
() IK >0V >0: |z —y|<d=|f(z)— fly)] < K.

5. Zobrazeni. (1 bod) Nechf f: X - Y, A, B C X, C, D C Y. Rozhodnéte, pro jaka
zobrazeni f plati:

(a) F(f-1(C)) C C,

(a
(
(
(
(
(

b) f(f-1(C)) D C,
d

(
(c) f-1(F(4)) C 4, (d) F1(f(4)) D A4,
(e) F(ANB) C f(4)N £(B), (f) F(ANB) > f(A) N f(B),
(&) f-1(CND) C fa(C)N fa(D), (h) (€N D) D f1(C)N fa(D).

6. Suprema a infima. (1 bod) Najdéte suprema, infima, maxima a minima néasledujicich
mnozin.

a) {p/(p+q); p€N, q €N},
c) {sinz; = € (0,27)},

E ) E ) {sinz; z € (0,2m)},
(e){n‘—mQ n €N, m € N}, (
() (

b
d) {sinz; = € (0,7)},
f) {n?2—m?; neN, meN,n>m},

g) {n? —m?* neN, meN,n<m}, h) {27 +37"; n € N},



o ) . 12.10.2006
Matematicka analyza la — 2. série

1. Suprema a infima. (1 bod) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni pro A, B C R:
(a) sup(A+ B) =sup A +sup B (b) sup(A-B) =sup A-sup B
(c) sup{f(x)+ g(x) :x € I} <sup{f(x):x €I} +sup{g(z):z €I}
(d) sup{f(xz) +g(x) :x € I} =sup{f(x):x €I} +sup{g(x):z €I}
(e) sup A = —inf(—A) (f) sup(A U B) = max{sup 4, sup B}
Mnoziny A + B, A- B, —A jsou definovany nasledujicim zptsobem: A+ B={a+b:a €
A& beB},A-B={a-b:acA & beB},-A={-a:a€ A}
2. Definice limity posloupnosti. (1 bod) Spoé¢téte nasledujici limity p¥imo z definice:

(a) lim 2L (b) lim 321 (¢) lim (vVn+T1—/n)

n—oo n—oo

3. Definice limity posloupnosti. (2 body) Spoctéte nasledujici limity pfimo z definice:

(a) lim ntgnol (b) lim n(vn? +1-vn?=1)
Vn+2—/n

() hm Vo

4. Rekurentne zadané posloupnosti. (2 body)
(a) VySetifete monotonii posloupnosti a; = 7, a1 = 1+ ap, n € N.

(b) Dokazte, Ze existuje limita posloupnosti a; = x > —2, apr1 = V2 + apn, n € N.
(c) Najdéte limitu posloupnosti z (b).

(d) Natdéte limitu posloupnosti a; = = > 0, ap41 = a, + i, n € N.

5. K zamysleni. (1 bod) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni.

(a) Pokud lim a, = 400, potom lim - =0.

n—oo n—,oo "

(b) Pokud lim a, =0, potom lim -~ = +oo.

n—oo n—oo "

6. K zamysleni. (2 body) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni.

a) Pokud lm -+ =0, a,, > 0, potom lm /a, = a.
Pokud lim %L — 0 I
n—oo n n—oo
(b) Pokud 0 < anyn < @m + a, pro viechna m,n € N, potom lim % existuje.
n—oo
o / o 19.10.2006
Matematicka analyza la — 3. série
1. (2 body) Spoc¢téte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
L o, o
(@) Jim, ¥ b) Jlim, Vk (©) Jim, (@ i
im 7 im ! im 1l i
(€) g, o 0 55 o ® I, W) Jim 145
2. (1 bod) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
. n342n— n?— n®42n~/ntsinn
(a) lim gt (b) lim Sn7=t, (c) lim "2t
(d) li_)m Liztodn _ n (e) llmn\/1+1/n—\/1+1/n

3. (2 body) Spoctéte nasledujici hmlty (v zévislosti na parametrech):
(e) lim W;}JW) (f) 1 vn +1— Vit (j) lim YIn$27 4 Fnm

?
n—oo ’I’L—}OO n—oo n




(n—1)vn+1—(n+1)v/n—1

(g) lim

n—00 ne
4. (1 bod) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
. onk(=1)" . A1+ (=D)mn?41 . (=1)"n2+1
@) (b) fim = (¢) Jim o=y

V nasledujicich tlohach vyuzijte znalosti limity lim,, o (1 + )" =e.
5. (1 bod) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):

@ lim (1-1)" o) im (225" (9 tm (223)"

n—oo n—o0 n—oo

6. (2 body) Spoctéte néasledujici limity (v zavislosti na parametrech):

(a) lim (£ (b) lim (W)n (©) lim [n(Va?+1-vnZ=1)]"

nd

R A 2.11.2006
Matematicka analyza la — 4. série

1. Konvergence fad. (1 bod) Rozhodnéte zda nésledujici rady konverguji:

00 k n
(a) kli;v ()Zk1(2k)| ()Zk1klk
(d) 3252y 2k+3k, () Xonty 3w (£) 3051 g
(g) Zn 1 g"—i_}_’ (h) Zn:l ﬁ () Zn 1 n21?i—1
§)) Zn 1 \fv (k) Zn 1 nfa () ZZO—1 %.,.17
2. Konvergence fad. (2 body) Rozhodnéte, zda nasledjujici fady konverguji:
() S0l oy (0) X, B, (©) EZ‘;%

e’} p —1)* k [e’e] ¥ ¥ o0 4/ \/
(d) 2=t <2+(7 U ) (€) 2ok W (F) Yopo, YEEEZA=2 0 e R

3. Seététe. (1 bod)
00 1 00 1 oo 1
(@) X0zt mtarDy (b) 2 nzs 2=t (©) 2onm1 g7
4. Teorie. (1 bod) Dokazte, nebo najdéte protipriklad:
a) Pokud Y7 | a, konverguje, potom konverguje i Yo (azn—1 + az2y).
b) Pokud >°°°  (asn—1 + as,) konverguje, potom konverguje i > 07| a,.
¢) Pokud lim,, o an, = 0, potom Y > a, konverguje.
d) Pokud 7 | a, konverguje, potom a1 < a, pro véechna n > 1.
e) Pokud 22021 a, konverguje, potom existuje ng € N takové, le a,+; < a, pro vSechna
n > ng.
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5. Teorie. (2 body) Dokazte, nebo najdéte protipriklad:
(a) Pokud lim,, oo - a,, = 0, potom Y.~ | a, konverguje.
(b) Pokud > | a, konverguje, potom lim,,_, n - a,, = 0.
6. Neabsolutni konvergence. (1 bod) Rozhodnéte, zda fady konverguji neabsolutné:
k k

(a) L2y (— 1) i (b) S5 (—1)F (26H9) (o) X2 (—1* (5345 )

51,2
(d) 3272, (1) 2o
7. Dalsi fady. (2 body) Rozhodnéte, zda nésledujici fady konverguji absolutné nebo
neabsolutné a pro které hodnoty parametri.
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o / o 23.11.2006
Matematicka analyza la — 5. série
1. (2 body) Spoc¢téte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
23 —z—6 o VzF2—+/22+3 e +2—22+2
() Jimy 2228 () Jim A () iy ST
(@) lim —Vj—l a€R  (e) lim YEEEVES e
z—3

2. (3 body) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):

. Ver3—2 3 1 . VT+2—2vz+1+/ . VIF3—3/z+24+3VrF1—/x
o) Jim (V2RSS ) e (0) Jim, 222 (© Jim, -

3. (2 body) Spoc¢téte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
(a) lim Hnar, (b) lim &=goes, (¢) Hm ) -eotra)

(d) lim In(z) (e) lim Sime=sin2 (f) lim tgzln(sinz),

]l €7 —€ a—2 In(z—=1) 7 z—7/2

4. (3 body) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):

. In 3z —In(2z+3) . In(z"4+z—1 . In(e®+z2+1)—=
(a) lim B2 (b) lim BE5 (c) Jim etti=s
| ()
sin a3 . ®—
(@) Jim (/2 —arctgz)e® () lim A () b
. In(z%4274+1) . In(sin(~v/z+1 \/Zac—l))) . . .
(g) wlglgo MIT237151) (h) wlgrgo T (i) ml_l)ITIrl/Z In(sin z) In(cos z)

5. (2 body) Spoctéte nasledujici limity (v zavislosti na parametrech):
(a) lim z” (b) lim g (c) lim (tgz)te 22

z—0 z—1 z—7/4

6. (3 body) Spoctéte nasledujici limity posloupnosti (v zavislosti na parametrech):
(a) lim (2FL1)" (b) lim [n(v/n2 +1—+vn2 -1)]"
n— oo

n— oo

7. Trocha teorie. (2 body) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
a) Bud a € R. Pak lim,_,¢ f(z) = a, pravé kdyz lim,,_,, f(1/n) = a.

b) Plati tvrzeni v (a), pokud f je spojitd na intervalu (0,1)?

c¢) Pokud lim,_,o f(z) = a, pak lim, | f(z)] = |a].

d) Necht lim,_., f(g(x)) = A a f je prostd, pak lim,_,, g(z) = f~1(A).
e) Nechf lim,_,, f(z) = A € [—00, +00], pak lim,_,, e/(*) = 4.
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7.12.2006
Matematicka analyza la — 6. série

1. Jesté par fad. (3 body) Vysetiete absolutni a neabsolutni konvergenci:

(2) Yoy [sin(vin + 1 — y)Je(b) Yo, ettt (¢) 3309 (<1) lnn - In(1 + &)

2. Spojitost. (2 body) Je mozné nasledujici funkce spojité dodefinovat na R?

(a) e (b) e (c) arctg(2£})

(d) arctg(;—=—) (e) sinz - In = (f) lz=1.

3. Spo jitost a derivace. (2 body) VySetfete spojitost a derivaci nasledujicich funkei:
(a) —ries, (b) sin (£ ), (c) cos(lnz),

(d)  sin x sin(sin x), (e) sin(cos® z) (f) = sni(tglm)

(g) =7, (h) (Inz)es®, i (3)°

4. Spojitost a derivace. (3 body) Vysettete spojitost a derivaci nasledujicich funkei:
() 2=tk (b) || sina, (©) a7,

(d) In(|sinz| + 1), (e) arctg(tg? x), (f) In(arccos z),

(g) arcsin(sin z), (h) z arcsin ( zﬁ (i) arcsin 245

5. Dalsi dlohy na derivace. (3 body)

(a) Pro kterd a € R se parabola y = az? dotyka grafu funkce y = Inx (tj. existuje bod
lezici na obou grafech, ve kterych maji tyto grafy spolecnou te¢nu)?

(b) Pro kterd a € R lze funkci f(z) = 2%sin(ln ) arctg = rozsifit na R tak, aby vysledna
funkce byla spojita, resp. méla konec¢nou derivaci, na R?

6. Opravy starsich dloh. (3 body)

(a) Bud a € R. Pak lim,_,o4 f(z) = a, pravé kdyz lim, ., f(1/n) = a.

(b) Plati tvrzeni v (a), pokud f je spojitd na intervalu (0,1)7

Dokazte nebo najdéte protipriklad:

(¢) Nechf a,, > 0 Vn € N. Pokud lim,,_,oc - a,, = 0, potom Y~ a,, konverguje.

(d) Necht a,, > 0 Vn € N. Pokud ) 7 | a, konverguje, potom lim,, oo n - a,, = 0.

14.12.2006
Matematicka analyza la — 7. série

1. Spojitost a derivace. (3 body) VySetfete spojitost a derivaci nasledujicich funkei:

(a) flz)=e",z>0a f(z)=z+1,2<0 (b) fz) =22+t z#£1af(z)=0,z=1
(c) f(x)=alnz,x>0a f(x) =0,2<0 (d)f(:r)::lcn_””l,:c>1af( )=z+1,z<1
() flz)=2", x>0a f(z) =ln(e—2x), 2 <0

() fla) = SHAEL 2> 0a fo) = e, 2 <0

2. Prubé&h funkce. (4 body) VySetiete pribéh nasledujicich funkci (tj. urcete defini¢éni
obor, lichost, sudost, periodicnost, spojitost, nulové body, positivitu, lokalni extrémy, mo-
notonii, inflexni body, konvexnost, asymptoty v + nekonec¢nu, limity funkce a jeji derivace
v problematickych bodech a nacrtnéte graf):



(a) 2% — 52 + 52 — 1 (b) #* + 2% + z + 1, (c) x® — 2z + 1,

(d) f(2) = 125 (e) flz) = 222, ) f(@) = 5=

() f(z) =€ —x (h) f(x) =e” 3270, (i) e™*

3. Prubéh funkce. (5 bodd) Vysetfete prubéh nasledujicich funket:

(a) flz) = Va2 — (b) f(z) = 2V1 — 22, (c) f(z) = Va2 ~ vw2+1,
(d) f(z) = arctg(1—2*)  (e) f(2) = arctg(27), (f) f(z) = arccos 7%,
(&) f(z) =z + 2|€_12/‘”, (h) flz) = ¥/laf? + 0%, (i) f(z) =

() f(@) = avccos 1525, (1) F(a) = st ) f) = W
4. Nerovnosti. (3 body) Dokazte nasledujici nerovnosti pro 0 < z < 7/2:

(a) 2z < sinx + tgx, (b)x—%s<sinx<w,

(c) 2z/pi < sinzx < z, (d) z¢ < €”

5. Dalsi dlohy. (3 body)

(a) Dokazte, ze funkce f(x) = x + 2% sin(2/x), f(0) = 0 je rostouci v bodé 0, je diferenco-
vatelnd na R, ale neni rostouci na zadném okoli bodu 0.

(b) Pro kterd a € R se parabola y = az? dotykéa grafu funkce y = Inx (tj. existuje bod
lezici na obou grafech, ve kterych maji tyto grafy spole¢nou teénu)?

(c) Pro kterd a € R lze funkci f(x) = z°%sin(In ) arctg x rozzstit na R tak, aby vysledné
funkce byla spojita, resp. méla konec¢nou derivaci, na R?



