
5.10.2006Matematická analýza 1a { 1. série
1. Nerovnice. Øe¹te následující rovnice a nerovnice v R:(a) jjx� 2j+ 1j � 5, (b) jx+ 1j+ jx� 2j � 4, (c) jx2 � 4x+ 3j � jx2 � 4j,(d) x�1x+2 < xx+1 + 1, (e) px2 + 2x� 3 � px2 + 3x� 4,(f) cosx � sinx, (g) 1 � jax+ 1j < 2 (h) log 13

�x2 � 3x+ 3� � 0,
(i) ax2 + bx+ c � 0, (j) sin 2x = sinx, (k) log(x2 + 1) = 2 log(3� x).
2. Matematická indukce. Doka¾te následující tvrzení:(a) 6j(10n � 4), (b) (1 + x)n � 1 + nx, 8x � �1,(c) Pnk=1 k2 = 16n(n+ 1)(2n+ 1), (d) Pnk=1 k3 = 14n2(n+ 1)2,
(e) nP

k=2
1k2 < n�1n+1 (f) nP

k=2
1k < 2pn.

3. Výroky. Nech» M znaèí mno¾inu v¹ech mu¾�u a �Z mno¾inu v¹ech ¾en. Uva¾ujme násle-dující výrokové formy: S(m; �z): þMu¾ m je man¾elem ¾eny �z.ÿ; L1(m; �z): þMu¾ m miluje¾enu �z.ÿ; L2(m; �z): þ®ena �z miluje mu¾e m.ÿ. Pomocí kvanti�kátor�u, logických spojek aforem S, L1 a L2 zapi¹te následující výroky:(a) Ka¾dý ¾enatý mu¾ miluje svou man¾elku.(b) Ka¾dou ¾enu miluje nìjaký mu¾.(c) Ka¾dá ¾ena má nejvý¹ jednoho man¾ela.(d) Ka¾dý mu¾ má nejvý¹ jednu man¾elku. (Øíká tento výrok toté¾, co c)?)(e) Existuje vdaná ¾ena.(f) Existuje ¾enatý mu¾. (Øíká tento výrok toté¾, co e)?)Následující výroky pøelo¾te do èe¹tiny.(g) 9m 2M8�z 2 �Z(:S(m; �z));(h) 9�z 2 �Z8m 2M(L1(m; �z)) :L2(m; �z));(i) 8�z 2 �Z((9m 2M : L2(m; �z))) (9m 2M : L1(m; �z) & :L2(m; �z)).
4. Uveïte pøíklady funkcí, které splòují/nesplòují následující výroky:(a) 8x 2 [0; 1]9y 2 [0; 1] : f(x) < f(y).(b) 8� > 09K > 0 : jx� yj < � ) jf(x)� f(y)j < K.(c) 9K > 08� > 0 : jx� yj < � ) jf(x)� f(y)j < K.
5. Zobrazení. (1 bod) Nech» f : X ! Y , A, B � X, C, D � Y . Rozhodnìte, pro jakázobrazení f platí:(a) f(f�1(C)) � C, (b) f(f�1(C)) � C,(c) f�1(f(A)) � A, (d) f�1(f(A)) � A,(e) f(A \B) � f(A) \ f(B), (f) f(A \B) � f(A) \ f(B),(g) f�1(C \D) � f�1(C) \ f�1(D), (h) f�1(C \D) � f�1(C) \ f�1(D).
6. Suprema a in�ma. (1 bod) Najdìte suprema, in�ma, maxima a minima následujícíchmno¾in.(a) fp=(p+ q); p 2 N; q 2 Ng, (b) fsinx; x 2 h0; 2�ig;(c) fsinx; x 2 (0; 2�)g; (d) fsinx; x 2 (0; �)g;(e) fn2 �m2; n 2 N; m 2 Ng; (f) fn2 �m2; n 2 N; m 2 N; n > mg;(g) fn2 �m2; n 2 N; m 2 N; n � mg; (h) f2�n + 3�n; n 2 Ng;
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12.10.2006Matematická analýza 1a { 2. série
1. Suprema a in�ma. (1 bod) Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení pro A;B � R:(a) sup(A+B) = supA+ supB (b) sup(A �B) = supA � supB(c) supff(x) + g(x) : x 2 Ig � supff(x) : x 2 Ig+ supfg(x) : x 2 Ig(d) supff(x) + g(x) : x 2 Ig = supff(x) : x 2 Ig+ supfg(x) : x 2 Ig(e) supA = � inf(�A) (f) sup(A [B) = maxfsupA; supBgMno¾iny A+B, A �B, �A jsou de�novány následujícím zpùsobem: A+B = fa+ b : a 2A & b 2 Bg, A �B = fa � b : a 2 A & b 2 Bg, �A = f�a : a 2 Ag.
2. De�nice limity posloupnosti. (1 bod) Spoètìte následující limity pøímo z de�nice:(a) limn!1 n2+1n2 , (b) limn!1 3n2�1n , (c) limn!1(pn+ 1�pn)
3. De�nice limity posloupnosti. (2 body) Spoètìte následující limity pøímo z de�nice:(a) limn!1 n2+2n�13n2+1 (b) limn!1n(pn2 + 1�pn2 � 1)
(c) limn!1

pn+2�pnpn+1�pn
4. Rekurentne zadané posloupnosti. (2 body)(a) Vy¹etøete monotonii posloupnosti a1 = 7, an+1 = p1 + an, n 2 N.(b) Doka¾te, ¾e existuje limita posloupnosti a1 = x � �2, an+1 = p2 + an, n 2 N.(c) Najdìte limitu posloupnosti z (b).(d) Natdìte limitu posloupnosti a1 = x > 0, an+1 = an + 1an , n 2 N.5. K zamy¹lení. (1 bod) Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení.(a) Pokud limn!1 an = +1, potom limn!1 1an = 0.
(b) Pokud limn!1 an = 0, potom limn!1 1an = +1.
6. K zamy¹lení. (2 body) Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení.(a) Pokud limn!1 an+1an = 0, an > 0, potom limn!1 npan = a.
(b) Pokud 0 � am+n � am + an pro v¹echna m;n 2 N, potom limn!1 ann existuje.

19.10.2006Matematická analýza 1a { 3. série
1. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):(a) limn!1 kpn (b) limn!1 npk (c) limn!1 npn (d) limn!1 n(1+c)n
(e) limn!1 nk2n (f) limn!1 n!2n (g) limn!1 n!nn (h) limn!1

q1 + 1n
2. (1 bod) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limn!1 n3+2n�13n3+n�1 , (b) limn!1 3n2�1n , (c) limn!1 n2+2npn+sinn1+2n2+3n
(d) limn!1 1+2+���+nn � n2 (e) limn!1n(p1 + 1=n�p1 + 1=n),
3. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(e) limn!1

3pn3+1�pn2+1np , (f) limn!1
pnpn+1� 4pn3+1np , (j) limn!1

np1n+2n+���+nnn ,



(g) limn!1 (n�1)pn+1�(n+1)pn�1np
4. (1 bod) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limn!1 n+(�1)nn (b) limn!1

p1+(�1)nn2+1n (c) limn!1 (�1)nn2+13+(�1)nn
V následujících úlohách vyu¾ijte znalosti limity limn!1 �1 + 1n�n = e.
5. (1 bod) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limn!1

�1� 1n�n (b) limn!1
� n2+5n2+n+1

�n (c) limn!1
�n2+5n2+1

�3n2
6. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limn!1

�np+1nq �n (b) limn!1
�n+(�1)nn

�n (c) limn!1
�n(pn2 + 1�pn2 � 1)�np

2.11.2006Matematická analýza 1a { 4. série
1. Konvergence øad. (1 bod) Rozhodnìte, zda následující øady konvergují:
(a) P1k=1 2kk! (b) P1k=1 (k!)2(2k)! (c) P1k=1 k� ln k,
(d) P1k=1 k72k+3k , (e) P1n=1 2n3n , (f) P1n=1 3n�2n3n+2n ,(g) P1n=1 n2+12n�1 , (h) P1n=1 1(1+ 1

n )n , (i) P1n=1 nn2+1
(j) P1n=1 1pn , (k) P1n=1 1npn , (l) P1n=1 1n+1 ,
2. Konvergence øad. (2 body) Rozhodnìte, zda následjující øady konvergují:
(a) P1n=1 1(2+ 1

n )n , (b) P1n=1 npn+2nn2+2n3 , (c) P1n=1 np+1nq+n2�3
(d) P1k=1

� 2+(�1)k7
�k (e) P1k=1 3pk2+7� 3pk2+34pk (f) P1k=2

pk+2�pk�2k� ; � 2 R
3. Seètìte. (1 bod)(a) P1n=1 1n(n+1) , (b) P1n=2 1n2�1 , (c) P1n=1 1qn
4. Teorie. (1 bod) Doka¾te, nebo najdìte protipøíklad:(a) Pokud P1n=1 an konverguje, potom konverguje i P1n=1(a2n�1 + a2n).(b) Pokud P1n=1(a2n�1 + a2n) konverguje, potom konverguje i P1n=1 an.(c) Pokud limn!1 an = 0, potom P1n=1 an konverguje.(d) Pokud P1n=1 an konverguje, potom an+1 � an pro v¹echna n � 1.(e) Pokud P1n=1 an konverguje, potom existuje n0 2 N takové, µe an+1 � an pro v¹echnan � n0.
5. Teorie. (2 body) Doka¾te, nebo najdìte protipøíklad:(a) Pokud limn!1 n � an = 0, potom P1n=1 an konverguje.(b) Pokud P1n=1 an konverguje, potom limn!1 n � an = 0.
6. Neabsolutní konvergence. (1 bod) Rozhodnìte, zda øady konvergují neabsolutnì:
(a) P1k=1(�1)k 1ln k , (b) P1k=1(�1)k

� 2k+1003k+1
�k (c) P1k=1(�1)k

� 3k+12k+100
�k

(d) P1k=1(�1)k 2k2+3k+42k2+47. Dal¹í øady. (2 body) Rozhodnìte, zda následující øady konvergují absolutnì neboneabsolutnì a pro které hodnoty parametrù.



(a) P1k=1 xk1+x2k ; x 2 R (b) P1k=1(�1)k 2k2+3k+42k4+3 (c) P1k=1(�1)k 2k2+3k+42k3
(d) P1k=0 xk22k ; x 2 R (e) P1k=1 k4xn; x 2 R (f) P1k=1 (�1)k+1xkk , x 2 R
(g) P1k=1 xkk2 , x 2 R (h) P1k=1 (�1)kx2k+12k+1 , x 2 R (i) P1k=1 cos(k2�)

�pk + 9�pk�
(j) P1k=1 sin ��pk2 + 1� (k) P1k=1(�1)k

�
k
q k2k2+1 � 1�(l) P1k=2 (�1)k2k+(�1)k

(m)P1k=2 (�1)kk+(�1)k (n) P1k=2 (�1)kpk+(�1)k (o) P1k=1 cos(k�) 2�cos(k�)4k23.11.2006Matematická analýza 1a { 5. série

1. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limx!2 x3�x�6x2+2x�8 (b) limx!�1

px+2�p2x+3x+1 (c) limx!1
px+2�px2+2px3+2�px4+2

(d) limx!0+
px+1�1x� , � 2 R (e) limx!3

3p8x+3�px+6(x�3)n , n 2 N
2. (3 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limx!1

�px+3�2px+8�3 � 32
� 1(x�1)n (b) limx!1

px+2�2px+1+pxx� (c) limx!1
px+3�3px+2+3px+1�pxx�

3. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):(a) limx!0 sin axsin bx , (b) limx!0 ex�cos xx , (c) limx!�=2 cos xsin(x=2)�cos(x=2) ,
(d) limx!1 ln(x2)ex�e (e) limx!2 sin x�sin 2ln(x�1) , (f) limx!�=2 tg x ln(sinx),
4. (3 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):
(a) limx!3 ln 3x�ln(2x+3)(x�3)n (b) limx!1 ln(xn+x�1)(x�1)n (c) limx!1 ln(ex+x2+1)�xx�
(d) limx!1(�=2� arctg x)x� (e) limx!1 sin 1

ex(px+1�px)n (f) limx!1
ln�px+3�2

px�1 �c�
sin x�sin 1

(g) limx!1 ln(x10+2x+1)ln(x2+2�3x+5x) (h) limx!1 ln(sin(px+1�p(x�1)))ln x (i) limx!�=2 ln(sinx) ln(cosx)
5. (2 body) Spoètìte následující limity (v závislosti na parametrech):(a) limx!0xx (b) limx!1x

1
x�1 (c) limx!�=4(tg x)tg2 2x

6. (3 body) Spoètìte následující limity posloupností (v závislosti na parametrech):
(a) limn!1

�np+1nq �n (b) limn!1
�n(pn2 + 1�pn2 � 1)�np

7. Trocha teorie. (2 body) Rozhodnìte o platnosti následujících tvrzení:(a) Buï a 2 R. Pak limx!0 f(x) = a, právì kdy¾ limn!1 f(1=n) = a.(b) Platí tvrzení v (a), pokud f je spojitá na intervalu (0; 1)?(c) Pokud limx!0 f(x) = a, pak limx!0bf(x)c = bac.(d) Nech» limx!a f(g(x)) = A a f je prostá, pak limx!a g(x) = f�1(A).(e) Nech» limx!a f(x) = A 2 [�1;+1], pak limx!a ef(x) = eA.



7.12.2006
Matematická analýza 1a { 6. série

1. Je¹tì pár øad. (3 body) Vy¹etøete absolutní a neabsolutní konvergenci:
(a) P1n=1[sin(pn+ 1�pn)]�(b) P1n=1 ln(n2+n+1)�ln(n2+1)n� (c) P1n=1(�1)n lnn � ln(1 + 1n )2. Spojitost. (2 body) Je mo¾né následující funkce spojitì dode�novat na R?
(a) e�1x (b) e�1x2 (c) arctg(x+1x�1 )(d) arctg( 11�cos x ) (e) sinx � lnx (f) jx�1jx�1 .
3. Spojitost a derivace. (2 body) Vy¹etøete spojitost a derivaci následujících funkcí:
(a) 1p1+x2 , (b) sin� x+1x2+1

�, (c) cos(lnx),
(d) x sinx sin(sinx), (e) sin(cos3 x) (f) x sin( 1tg x ),
(g) xx, (h) (lnx)cos x, (i) � 1x� 1x4. Spojitost a derivace. (3 body) Vy¹etøete spojitost a derivaci následujících funkcí:(a) jx�1j(x�1)2 , (b) jxj sinx, (c) jx3j,
(d) ln(j sinxj+ 1), (e) arctg(tg2 x), (f) ln(arccosx),
(g) arcsin(sinx), (h) x arcsin�x2�1x2+1

�, (i) arcsin 2xx2+1
5. Dal¹í úlohy na derivace. (3 body)(a) Pro která a 2 R se parabola y = ax2 dotýká grafu funkce y = lnx (tj. existuje bodle¾ící na obou grafech, ve kterých mají tyto grafy spoleènou teènu)?(b) Pro která a 2 R lze funkci f(x) = xa sin(lnx) arctg x roz¹íøit na R tak, aby výslednáfunkce byla spojitá, resp. mìla koneènou derivaci, na R?
6. Opravy star¹ích úloh. (3 body)(a) Buï a 2 R. Pak limx!0+ f(x) = a, právì kdy¾ limn!1 f(1=n) = a.(b) Platí tvrzení v (a), pokud f je spojitá na intervalu (0; 1)?Doka¾te nebo najdìte protipøíklad:(c) Nech» an � 0 8n 2 N. Pokud limn!1 n � an = 0, potom P1n=1 an konverguje.(d) Nech» an � 0 8n 2 N. Pokud P1n=1 an konverguje, potom limn!1 n � an = 0.

14.12.2006
Matematická analýza 1a { 7. série

1. Spojitost a derivace. (3 body) Vy¹etøete spojitost a derivaci následujících funkcí:(a) f(x) = ex, x > 0 a f(x) = x+ 1, x � 0 (b) f(x) = x2�2x+1x�1 , x 6= 1 a f(x) = 0, x = 1
(c) f(x) = x lnx, x > 0 a f(x) = 0, x � 0 (d) f(x) = ln xx�1 , x > 1 a f(x) = x+ 1, x � 1(e) f(x) = xx, x > 0 a f(x) = ln(e� x), x � 0
(f) f(x) = px2+1�px2�1x , x > 0 a f(x) = e�x, x � 0
2. Prùbìh funkce. (4 body) Vy¹etøete prùbìh následujících funkcí (tj. urèete de�nièníobor, lichost, sudost, periodicnost, spojitost, nulové body, positivitu, lokální extrémy, mo-notonii, in
exní body, konvexnost, asymptoty v � nekoneènu, limity funkce a její derivacev problematických bodech a naèrtnìte graf):



(a) x3 � 5x2 + 5x� 1 (b) x3 + x2 + x+ 1, (c) x3 � 2x+ 1,(d) f(x) = 2x1�x2 (e) f(x) = x2+2x�1 , (f) f(x) = 1x2+x�2 ,(g) f(x) = ex � x (h) f(x) = ex2+3x�7, (i) e�x2
3. Prùbìh funkce. (5 bodù) Vy¹etøete prùbìh následujících funkcí:(a) f(x) = 3px2 � 2px (b) f(x) = xp1� x2, (c) f(x) = 3px2 � 3px2 + 1,
(d) f(x) = arctg(1� x2) (e) f(x) = arctg(x+1x�1 ), (f) f(x) = arccos 2x1+x2 ,(g) f(x) = jx+ 2je�1=x, (h) f(x) = 3pjxj3 + b3, (i) f(x) = xx
(j) f(x) = arccos 1�x21+x2 , (k) f(x) = x32(x+1)2 , (l) f(x) = sin xsin(�=4+x) ,
4. Nerovnosti. (3 body) Doka¾te následující nerovnosti pro 0 < x < �=2:(a) 2x < sinx+ tg x, (b) x� x36 < sinx < x,(c) 2x=pi < sinx < x, (d) xe < ex
5. Dal¹í úlohy. (3 body)(a) Doka¾te, ¾e funkce f(x) = x+ x2 sin(2=x), f(0) = 0 je rostoucí v bodì 0, je diferenco-vatelná na R, ale není rostoucí na ¾ádném okolí bodu 0.(b) Pro která a 2 R se parabola y = ax2 dotýká grafu funkce y = lnx (tj. existuje bodle¾ící na obou grafech, ve kterých mají tyto grafy spoleènou teènu)?(c) Pro která a 2 R lze funkci f(x) = xa sin(lnx) arctg x roz¾¹øit na R tak, aby výslednáfunkce byla spojitá, resp. mìla koneènou derivaci, na R?


