L o 6.2 7.10. 2002
Cviceni 1 — Matematicka analyza 1

Vyroky

1. Reknéte jinymi slovy za pouziti pouze spojek ,,a“ a ,,nebo*.
Kdo ziska z kazdé pisemky aspon polovinu bodi, dostane zapocet. Kdo
se bude snazit, dostane zapocet. Kdo bude v hodinach aktivni, dostane
zapocet. Kdo nebude nic umét a nebude se snazit, ten zapocet nedostane.
Kdo bude pti pisemce opisovat, ten mé nastve. Piiklad je spravné, praveé
kdyz je spravné vysledek a jeho zduvodnéni. KdyZz je vysledek spravné,
neznamend to, ze dostanete plny pocet bodu.
2. Znegujte nasledujici vyroky.
Kdo bude opisovat, tomu nedam zapocet. Kdo se boji, nesmi do lesa.
Komu se neleni, tomu se zeleni. Kdo nepracuje, at neji.

3. Znegujte vyroky s kvantifikatory.

Kazdy ma nékoho rad. Nikdo nema rad vsechny. Nékdo ma rad vsechny
kromé Pepy. VSechna prirozena cisla jsou suda. Kazdé prvocislo je liché.
Neékteré prirozené Cislo je délitelné vsemi prvocisly.

4. Ktery z naledujicih vyroki je silnéjsi?
VeeRIK>O0; |f(z+1) - flz)| <K
IK>0VzeR |f(z+1)— f(2)| <K

Naleznéte priklady funkci splnjici resp. nesplijici tyto vyroky. Znegujte.
Matematicka indukce

4. Dokazte matematickou indukci
() 1+2+3+--+n=3n(n+1)
(b) 12+22+3%+ .-+ n? = in(n+1)(2n + 1)
() 13423 +3% 4+ - +nd=In*(n+1)>
) 1+54+5++5=1-(1/2)"
@ 1+g+¢@+¢@+- +q"=5L—
13. a 14.10.2003
Cviceni 2 — 1. roc¢nik

1. Definice limity Vypoctéte limity nasledujicich posloupnosti pfimo z
definice.



n n =1 "
(@) O @©1- (=) @ 5"
2. Na rozmyslenou. Rozhodnéte, zda existuji limity nasledujicich po-
sloupnosti.

(a) (=1)" (b) cos(—1)" (c) (=)™ (d) p"

3. Polynomy a odmocniny. Vypoctéte limity nasledujicich posloupnosti.

OF == (b) 2t} (c) 2mtntil

n+1 (n41)?>—(n—1)2 n++v/n
(d) (e) n (f) n\/g‘l‘l
@AV om) () n(A T VAT () YT ¥
() LR ) Yr 0 s
4. Na zapamatovani. Vypoctéte limity nasledujicich posloupnosti.
(a) ng" (b) ¥/n! (c) = (@) =

5. Posloupnosti s parametrem. Vypoctéte limity nasledujicich posloup-
nosti.

(a) n1(¥n+1—3n),keN, ¢geQ (b) Va»+b"+c", a, b, c>0

(c) 24, p g€ Q (d) &, keN
6. Soucty. Vypoctéte limity nasledujicich posloupnosti.
2 2 2
(a) 1+2jl-é.--|-n (b) 1242 ;;-l—n
1424... 124921 ... 472
(0) Lezbetn ) Pt

7. Teorie Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni.
a) Pokud lim,,_, + a, = +00, potom lim,,_, i =0.
b) Pokud lim,,_, a, = 0, potom lim,,_, o i = +00.

d) Pokud lim,, , a, = A, potom lim,,_, » a2, = A.

e) Pokud lim,_, a2, = A, potom lim,_, a, = A.

(f) im0 ap, = A, pravé kdyz lim, o ap, = A pro kazdou rostouci
posloupnost prirozenych cisel b,,.

(g) limy, 00 @y, = A, pravé kdyz lim,, o ap, = A pro kazdou neklesajici
posloupnost prirozenych ¢isel b,,.

(
(
(c) limp— 00 ar, = 0, pravé kdyz lim,_, ﬁ = +o00.
(
(

26. a 27.10.2004
Matematicka analyza 1 — Cviceni 3

1. Dalsi limity. Vypoctéte nasledujici limity
. 2n242n+n sin 2 VnPr2— YnZ11
(8) Mim o st (an-ssin a7 (b) Jim vt




(c) lim 2 tnd(ntD) (d) lim "yt

n—soo n(nf4nl) 7 nooo  M2tnym )
5
(e) nli)n(r)lo sin(nm/4)/n, (f) nll)r{.lo(\/g —sinn — cosn) T
. 1\n?
(g) lim (1+ 7)™, (h) lim (1+ 25)"

2. Rekurentné zadané posloupnosti. Vypoctéte lim,,_, o a,, pro

) \/ia an+1:\/2+ana

(a
()a1—0 Ant1 = an + 3(z—a2), 0 <z <1,
(C) a1—1 Ap4+1 = 1_'_1an

n
3. Vypoltéte lim 25 > [kz], z € R, kde [y] znadi celou &st y.
n—00

k=1
4. Komglex_m’ ¢isla. Vypoctéte nasledujici li.mitg.:
: n—1 3 7 1\n
(a) fim 3%, (b) Jim - (75)"
. (_1+2\/§)3n+1
(©) Jim =% (@) Jim (2 + o= %)

5. Teorie. Dokazte nasledujici implikace:
Pokud lim %**! =0, a, > 0, potom lim {/a, = a.

n—oo an n— oo
Pokud 0 < am+yn < am + ap pro vsechna m,n € N, potom lim 2=
n—0o0
existuje.
3.11.2004

Matematematickd analyza 1 — Pisemka 1 (Y59)

1. (10 bodi) Vypoctéte

. ,\L/1n+2"+3n+---+n"
lim .

n—o00 n

2. (10 bodt) Vypoctéte

2n+1 n +\/_ _}_nS\/»

lim . (ntD°=n?
n—o0 3n — 9n

3. (10 bodi) Vypoctéte v zavislosti na parametru p € R

lim n? \/n3—|—1—\/n2

n—ro0



4.* (10 bodt) Rozhodnéte o platnosti obou implikaci nésledujiciho tvrzeni:

: . aypFaz+---+Fap
lim a, =a < lim =a
n— 0o n— 0o n

Své tvrzeni zduvodnéte.

11. 11. 2004
Matematickéd analyza — Pisemka 1 (Y58)

1. (10 boda) Vypoctéte

lim (”2“ - 1> A((n+1)3 = (n—1)® + sinn)

n—ooo \n2 —1
2. (10 bodt) Vypoctéte

lim 2" -n- (V2 +1— {27 —1).

n—o0

3. (10 bodt) Vypoctéte v zavislosti na parametrech p, ¢ € R.

Pt+1
lim n? (n + \/n—l—\/n—{—l)
n— oo nP —1

4.* (10 bodtu) Rozhodnéte o platnosti obou implikaci nésledujiciho tvrzeni:

Plati lim,, o a, = a, pravé kdyz z kazdé podposloupnosti (a,)5_; mi-
zeme vybrat podposloupnost konvergujici k a

Své tvrzeni zduvodnéte.

10. a 11.11.2004
Matematicka analyza 1 — Cviceni 4

1. Podily polynomi. Rozhodnéte, které z nasledjujicich fad konverguji:
(a) > et (= 1)", (b) Xns ’%‘1’ (¢) Xons nli,
(d) Zn 1 \/_7 (e) anl ma (f) anl n+1’
(

2 . P
g) > nei W2 (h) >0y Zﬂ;n?’ (i) >one nq17j'21_3




2. Dalsi fady. Rozhodnéte, zda nasledujici fady konverguji:

’I‘L2 n n__on
OTL 3 OThmoe 0T gy
3. Sectéte.
(a) fo;l ﬁa (b) Z;ozz ﬁa (c) fo’:l qi'”
4. Teorie. Dokazte, nebo najdéte protipriklad:
a) Pokud 77 | a,, konverguje, potom konverguje i Y > (agn—1+ azy)-
b) Pokud Y >, (a2n—1 + a2, ) konverguje, potom konverguje i Y oo a,.
c¢) Pokud lim,_, a, = 0, potom fo’:l an konverguje.
d) Pokud lim,,—y00 1 - @y, = 0, potom Y -, a,, konverguje.

e) Pokud 2211 a,, konverguje, potom lim,,_, n - a, = 0.

f) Pokud Y >, a, konverguje, potom a1 < a,, pro vSechna n > 1.
g) Pokud >~°7 | a, konverguje, potom existuje ng € N takové, Ze ap41 <
an pro vSechna n > ny.

17. a 18.11.2004
Matematickad analyza 1 — Cviceni 5

1. Dalsi limity. Vypoctéte nasledujici limity funkci

(a) il_r)% (1+m:1;)n$—2(1+na:)m, (b) xh_)ni \/w2+3;;/2x2+2,
(©) lim Zit2e, (@) Jlim =T,

(¢) lim 221, (F) lim Ee=tteten,
() alcl—% \/w+11(—x\3_/§:;:;+3x—1, (h) :z:li)ll x\/;—;fol—n

(i) lim, S () lim £

0 Jimy Fe e () Jim
(m) Jimg Y/ (n) lim YT VR0
(0) wli)rglo z(vVz2+ 2z — 2v22 + = + )

2. Necht [z] znadi celou ¢ast ¢isla z. Vypoctéte limity nasledujicich funkei:

(a) lim £, (b) lim 2]
T o0 Tr—r
(¢) lim [z] — =z, (d) lim z — [z]

T—>00 z—0



25.11. a 1.12.2004
Matematicka analyza 1 — Cviceni 6

1. Zakladni limity. Dokazte a zapamatujte 51
(

a) lim 1=05=2 5, (b) ;l_r)%”” T80, p,g > 0
(c) li)m log"’7—0,19,q>0 (d) l1m %:—l—oo,pER a>0
(e) Em zPe® =0, peR, a>0 (f) li)mxp “0,pER, a<0

€T o0 x (o ]
2. Jednoduché limity. Vypoctéte nasledujici limity:
(a) lim, ¢ % (b) hmx_;a %
(c) limg_yo i} (d) ;1_1% e -1
3. Slozitéjsi limity. Vypoctéte nasledujici limity:
(a) hmx_) sin(sin z) (b) hm:c—)O tgw$3smx
(c) 11m$_,+oo(7r/2 —z)tgz, (d) limg—y 400 (/2 — arctg z)x
(€) limy s oo S 2, (1) i oo “Goltinay T
4. Ze Zajicka. Vypoctéte nasledujici limity:
(2) lima 0 S350 (b) limg /4 SRS
c) limg,_y o0 COS\/.’E— l—cos\/:zr—l— d) lim,_, /4 tg2xtg(n/4 — x),

S !
()i a Yy, (£) Timz—so Tacos o)
n xr 3 xr L] xr

(8) limg 4o (o r gt Y, (h) limg_, 400 In(1 4 2%) In(1 + 2)
(1) hmx—)—l—oo %7 (.]) 1imx—)+0 (}Iﬁgz)

8. 12. 2004
Matematickdanalya — Piemka 2 (Y59)

1. (10 bodua Vypocée néledujiilimitu v zaislosti na parametru k € Z:

. 2sinx —sin2x
lim )
x—0 xk

2. (10 bodu Vypocée:

i n(sin(1/2)) In(sinz + 2)
T—+00 ln(l/x) .



3. (10 bodu Vypodée:

] 2Insinzx 1/a
lim .
z—0+ \ In(2 — 2 cos z)

9. 12. 2004
Matematické analyza — Pisemka 2 (Y58)

1. (10 bodt) Vypoctéte nésledujici limitu v zavislosti na parametru k € Z:

. eCOST __ ,Cos 2z
lim -
z—0 T

2. (10 bodt) Vypoctéte:

x1_1)r51+ In(cos z) In(sin x).

3. (10 bodu) Vypoctéte:

5 2 +1—+2
1m
V2

z—1+

8. a 9.12.2004
Matematickad analyza 1 — Cviceni 7

1. Derlvace Vysetrete spojitost a derivaci nasledujicich funkci:
(

a) i Hx?, (b) sin (;2111), (c) cos(Inz),
(d) ( ) (e) (sinz)cos®, (f) ==,
(g) arctg(tg ), (h) In(arccos z), (i) arcsin(sin )

2. Ze Zajicka. Vysetiete spojitost a derivaci nasledujicich funkci:

(a) z arcsin (@), (b) arcsin 22le

241



3. Prabé&h funkce Vysetiete prubéh nésledujicich funkci (tj. urdete de-
fini¢ni obor, nulové body, positivitu, lokalni extrémy, monotonii, inflexni
body, konvexnost, asymptoty v £+ nekoneénu a nadértnéte graf):
(a) 3—5332—1—533—1 (b) 23+ 22+ 2z +1, (c) 3 — 2z + 1,
(@) f(2) = 2% () f(2) = 222, () f(z) = 35—,
(8) f(z) = Va2 = 2= () f(z) =av1-22, (i) f(z) = Va? - \/ar2 1,
(G) f(z) = arctg(1 — z?) (k) f(z) = arctg(“:H), (1) f(z) = arccos 1+7’

f

f(z
(
(
(m) f(z) =e" —= (n) f(z) =e” *377, (o) f(a) =a°
b
f(z

4. Ze Zajicka. Vysetrete pribéh nzislec}ujicich funkeci:

(a) f(x) = arccos 1+x2, b) ) = 2(fch)2’ (c) f(z) = Sin(s:’%,
(@) (@) =z +20e7/%, () f(2) = /P +13, () e

5. Ze Zajicka. Dokazte nasledujici nerovnosti pro 0 < = < w/2:

(a) 2z < sinz + tg z, (b)az—?<smaz<x,

(a) 2z/pi <sinz < z, (b) z¢ < €”

6. Dalsi dlohy.

Dokaite, ze funkce f(x) = x + 2%sin(2/z), f£(0) = 0 je rostouci v bodé
0, je diferencovatelna na R, ale neni rostouci na zadném okoli bodu 0.

Pro kterd a € R se parabola y = az? dotyka grafu funkce y = Inz (tj.
existuje bod lezici na obou grafech, ve kterych maji tyto grafy spolec¢nou
te¢nu)?

Pro kterd a € R lze funkci f(z) = z%sin(ln z) arctg = rozsifit na R tak,
aby vysledna funkce byla spojita, resp. méla kone¢nou derivaci, na R?

5. 1. 2005
Matematickd analyza — Pisemka 3 (Y59)

1. (10 bodu Vysettete prubéh funkce

arcsin (24;2111) pro z € R\ [-2,0],

fz) =

—-3—/1-(z+1)? proze[-2,0].

Urcete:
1. D(f), limity v krajnich bodech D(f), spojitost, periodu, sudost, lichost
2. Nulové body, positivitu, negativitu



3. f’, monotonii, jednostranné derivace a derivace v problematickych
bodech, lokalni extréy a hodnotu v nich

4. ", konvexitu a konkavitu, inflexni body.

Nakreslete graf.

6. 1. 2005
Matematicka analyza — Pisemka 3 (Y58)

1. (10 bodua Vysettete prubéh funkce

arctg (%) pro z # 0,
flz) =

-5 pro x = 0.

Urcete
1. D(f), limity v krajnich bodech D(f), spojitost, periodu, sudost, lichost

2. Nulové body, positivitu, negativitu

3. f’, monotonii, jednostranné derivace a derivace v problematickych
bodech, lokalni extrémy a hodnotu v nich

4. f”, konvexitu a konkavitu, inflexni body.

Nakreslete graf.

14. 1. 2004
Matematickd analyza — Opravna pisemka (Y58+Y59)

1. (10 bodd) Vypoctéte

3/ 92 1_
lim%n+ n

nsoo " \/n241—n

2. (10 bodu) Vypoctéte

. n? + \/ﬁ—l—sinn-

3. (10 bodu) Vypoctéte

. ve+d—z+1
im )
r—4+ v —4




4. (10 bodu) Vypoctéte

i -1
i sin(cosz — 1)

x—0 In 1tz
11—z

5. (10 bodt) Vysettete prubéh funkce

z3 +1
x2—1

fz) =

6. (10 bodi) Vysetiete prubéh funkce

e/ g # 0,
g9(z) =
0 z=0.



