o 15.10.2002
Cviceni 1

. Nakreslete grafy funkci

z, 2%, %, \/z, Yz, |z

a)

1 1 —2
)IL’—2|£C 2| ||$_2|_1|a571+5a£_+5
c) s
d)

sinz, cosz, sin(2z), cos®(z), (1 + cos(2z)), sin|z|

tgz, x sml 241

arctg z, arctg(z + 1)

) p2_gp)

. Reste nasledujici nerovnice (graficky)

)|x—2|<5 11— |z —1]| > |z — 2|
b)z < 2,2 —1>3x, 1 + 725 > 757
c)

v komplexnich ¢islech |z — 2] < 5, Rez > 2| Im z|
. Dokazte matematickou indukci

a) 1+2+3+.. +n="20t0
b) n! > 2" pron >4

_ant1
) 1+p+p>+pi+-+pm =13~

4. Dokazte sporem, Zze v/2 je iracionalni

5. Reste v komplexnich ¢&islech

a) r? =i

b) (z —1)3 = 8

o 92.10.2002
Cviceni 2

. Vyroky. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) a = b je ekvivalentni s =b = —a je ekvivalentni s —(a A —b).
b) a = (b = ¢) je ekvivalentni s —a V =bV ¢

¢) (a = b) = c je ekvivalentni s (a A =b) V ¢

d) (anb) = (aVe)

e) Pokud (a = b) A (b = ¢), pak a = c.

. Dikazy. Dokazte:

a) Pokud (a; = a2) A (a2 = a3) ... (ap—1 = a,), pak (a1 = ay).



b)Vz,y>0, VneN

1+ oy + V2> + -+ Vaty"
<Vidtz+a2+-+any/I+y+y2+-+ym

c) Je-li ajagas > 8, potom pro nékteré i € 1,2,3 je |a;| > 2.
d) Pro z, y € R plati, ze zy?/(y + 1) < 1/2. Dokazte implikaci

x>2=y<3.

e) Vite, ze rovnice f(z+y) = f(z) + f(y),z,y € R; f(1) = 0 ma nejvyse
jedno feseni omezené na (0, 1). Dokazte, ze potom také rovnice f(z +y) =
f(z)+ fly) +22+y?+ 1,2,y € R; f(1) = 5 m4 nejvyse jedno feseni, které
je omezené na (0, 1).

3. Kvantifikatory.
a) Ktery z nésledujicich vyroka je silnéjsi?

VeeRIK>O0; |flz+1) - f(z)| <K
IK>0VzeR |f(z4+1)— f(z)| <K

Naleznéte priklady funkci splhujici resp. nespliujici tyto vyroky. Znegujte.
b) Vyhovuje funkce f(z) = sin z nasledujicimu vyroku nebo jeho negaci?

Ve>03 K >0 (z>K=|f(x)| <e)

4. Monotonie.

a) Necht f, g : R — R, f kladnd, rostouci, g zaporna, klesajici. Jaké
vlastnosti maji funkce f +g, f —g, f -9, f/g, f o g, go f? Dokazte nebo
najdéte protipriklady.

b) Vysettete z hlediska monotonie funkce = + %; ﬁ—;g; 2sin? z + v/3 sin 2z
bez pouziti derivaci.

o - 929.10.2002
Cviceni 3 — 1. ro¢nik

1. Polynomy a odmocniny. Spoctéte nasledujici limity:



a) z definice hmm_hLoo %1 limg 4 oo xln

2 n n—1
z+3 anT +0n,-1T +---+agp
b) hmx—)l 1 , limg 4 00 2240427 limg 4o b @™ +b,, 12— 1+ Fbo

)hmx_)4\/_ 2,hmx_)_|_oo(\/:1:—|— —Vz), img 4 oo z(v/x + 1 — /)

d)hmx—)'? \/_+1 33 hmx—) Ve +1; vt

@)

z" —a"”
M —qgm

, limg

2. Siny a exponencialy.

. 2 .
: sinar 1; T sinz—sina tgx—sinx
8) lims 0 Gine » 1Mo Tmcogys lima—ya 5 =47, limayo =55

L limg o /0(z — 7/2) tg z,

b) lim,_ sm , limg, o sm , limg 400

lim,_,q sin(sin z)
T
c) hrn:,J_H_oo Lz hmm_H_oo \/_, lim,_,o zlogx
‘”— 0% _cosa (z®)
) limy o 2577, lim, 0 <5252 lim, o4

3. Teoretickeé ulohy

a) Rozhodnéte, plati-li: lim,_,, f(z) = b, pravé kdyz lim,_,, |f(z)| = |b|.

b) Existuje funkce, ktera nemé limitu v zddném bodé? (Uvazujte Di-
richletovu funkci D(z) = 1 pro x racionalni, D(x) = 0 pro z iracionalni.)

c¢) Rozhodnéte, v kterych bodech ma limitu, resp. je spojitd Riemannova
funkce R(z) = 1/q pro x = p/q, p, q celd nesoudélnd, ¢ > 0 a R(z) = 0
jinak, tj. pro x iracionalni.

4. Ulohy s hvézdi¢kou

a) Uvedte priklad funkce, ktera je spojitd jen v jediném bodé.

b) Ukazte, Ze mnoZina bodt, ve kterych mé funkce f : R — R skok je
nejvyse spocetni. (Rekneme, ze f mé skok v bodé a € R, jestlize existuji
vlastni limity lim,_,,- f(z) = A a lim,_,,+ f(z) = B a plati A # B.)

c) Ukazte, ze pro libovolnou spocetnou mnozinu M C R existuje funkce
f : R — R, ktera ma skoky pravé v bodech mnoziny M.

o o 5.11.2002
Cviceni 4 — 1. ro¢nik

1. Spoctéte nasledujici limity:

lima 0 S s cons): limg /4 GHFRE
limg so0(cos vz — 1 —cosvz + 1), limg_,,/4tg2ztg(n/4 — ),

\/COS T— ¢ In(cos ax)

hrnﬂlc_”f/4 sin? z ) limg_,o In(cos Bx)




. In T+ JT . P
limg_, 100 ln((lli‘é;i‘é;)), limg s 400 In(1 + 2%) In(1 + %)
1+x2$)$

. In(2%4x+1 .
limg_ 4 oo W’ limg_, 40 <1+x3m

o - 12.11.2002
Cvicéeni b — 1. ro¢nik

1. Limity posloupnosti. Spoctéte nasledujici limity:

lim n(vn? +2—+vn? —2), lim {/a" 4 b™ + ¢,
n— 00 n—oo

. . |

lim ¥n! lim 2~ k€N
n—00 \/— ’ n— 0o nk? ’

. | . k k k
lim 2, lim 1-+£2 ,;il tn-
n—oco n— 0o n

2. Ukazte, Ze existuje limita lim (1+ 1/n)"

n— 00
3. Ukazte, Ze lim ¢" existuje, préavé kdyz |q| < 1.
4. Dokazte ekvivalenci: 1/a, - 0 < |a,| — 0o

5. Definujme posloupnost rekurentné rovnostmi a; = v/2, nt1 = V2 + an.
Vypoctéte lim a,.
n—r o0

o o 925.11.2002
Cviceni 6 — 1. ro¢nik

1. Spoctéte derivace nasledujicich funkci:

a) ﬁ, sin (fg—:ll), cos(ln z)

1
b) 2%, ()=, (sinz)®s®
c) arctg(tg? z), In(arccos ), arcsin(sin z)
d) arctg(e”) —Iny/ofify, arctg(va? — 1) - 7%

2. Vysetrete spojitost a spoctéte derivaci funkce definované predpisem

f(x):{eﬁ z#0

1 z = 0.

3. Pro kterd a € R lze funkci f(z) = 2°sin(Inz) arctg x rozsiFit na R tak,
aby vysledna funkce



a) byla spojitd na R
b) méla kone¢nou derivaci na R.

4. VySetiete existenci asymptot v +00 a —oo funkce f(x) = zarctgz a v
+oo funkee g(z) = 1B2)

xlnm .

) 3.12.2002
2. Pisemka

Cas na vypracovani: 30 minut
1. (3 body)

2. (3 body)

. tgx—sinz
lim —————
z—0 T

3. (4 body)

lim <log(\/ |z| +sinz) — log(M))

z—0

o - 10.12.2002
Cviceni 7 — 1. roénik

1. Prabé&h funkce. Vysetfete priubéh nasledujicich funkei (tj. nulovost,
positivitu, lokalni extrémy, monotonii, inflexni body, konvexnost, chovani v
+ nekoneénu a nacrtnéte graf):

a) =3 5:1:2—}—5:1;—1, 3+’ + 41,

) :r;+2 1
1— a;2’ a; 17 z242-2?
3

Q) Vai- 2, oyi= 7, Ve - YT,
):1:—{—sma: |sma:|—|—0052:1:

arctg(1 — 2?), arctg(£EL), arccos 125, arocesz.

o

oL

(S

)
)

-

e_xea:+3as7 T

, T,

/ 7.1.2003
3. Pisemka



Cas na vypracovani: 45 minut

Vysetiete priubéh nasledujicich funkei (defini¢ni obor, pruseéiky s osou
x, lokalni extrémy, inflexni body, intervaly, kde je funkce kladnéa, zaporna,
rostouci, klesajici, konvexni, konkavni, chovani v +o00):

1. (5 bodu)
br —1

2z + 3

f(z) = arctg
2. (5 bodil)
g(x) = ¢ +sin 2z

o 13.1.2003
Opravna pisemka

Cas na vypracovani: riizny

1. Spoctéte limitu
. sinz — v3cosx
lim
z—7/3 etgxr 6\/5

elsinz| _ 1
limcos | ———
x—0 x

arcsin(§ + x) — arcsin(§ — z)

2. Spoctéte limitu

3. Spoctéte limitu

lim
z—0 xP
4. Vysetrete prubéh funkce

pro |z| < 1
flz) =
(lz] = 1)*  pro |z[ > 1
5. Vysettete prubéh funkce

(2) : ( T )+ 2
x) = arcsin
g 1+ 1+

6. Spoctéte limitu

In a® +b% +c”
lim ( 3 )
z—0 T

7. Naleznéte vSechny primky, které neprotinaji graf funkce x + e”.




