Logaritmus matice

Pro regularni diagonalni matici D = diag(dy,...,d,) (tj. di, ..., dy
jsou nenulové) definujeme

log D := diag(logdy, ..., logd,),
kde log je ngjaka vétev komplexniho logaritmu (viz napiiklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Complex_logarithm).

Pro matici M € C™"*"  ktera mé nenulové prvky jen nad diagonalou
plati M" = 0, mizeme tedy definovat fadou pro logaritmus:

X, (—1)k+ n—1 (—1)k+1
log(I + M) =" TMk = TM’“.
k=1 k=1

Necht nyni A = VJV-! = VD(I + M)V~ kde J je Jordantv
kanonicky tvar matice, V' je matice vlastnich vektori, D je diagonalni
matice se stejnou diagonalou jako J a M je nulovi az na néktera mista
nad hlavni diagonalou (kde mé& hodnoty A;'). Definujeme

B :=log A:=V(log D +log(I + M))V !
Ukazeme, 7e e? = A.
Z definice matice B a vlastnosti maticové exponencialy mame

B — eV(logDJrlog(I+]\/.l'))V*1 _ velogD+log(I+M)vfl (1>

ProtoZe mocniny matice M a tedy i matice log(I + M) jsou blokové
diagonalni (podle bloki Jordanova kanonického tvaru) a na vsech fad-
cich jednoho bloku ma matice log D stejné hodnoty, matice log D a
log(I + M) komutuji (rozmyslete si). Odtud plyne, Ze

elogD—Hog(I—i—M) _ elogDelog(H—M) (2>

(znamy fakt o exponencidle komutujicich matic). Ukazeme-li, ze el°¢? =

D a elosU*+M) — T 4+ A bude z (1) a (2) plynout
B _ VelogD+log(I+M)v—1 _ elogDelog(H-M) _ VD([ 4+ M)V—l — A

a budeme hotovi.
Pro diagonalni matici log D mame snadno

. — 1
eloeD = gdiaglloghr,...log An) Z Kl [diag(log A, . .., log Ay)]" =
k=1



diag(e'®M ... %) = diag(\;, ..., \,) = D,

coz jsme potiebovali. Pro matici log(I + M) méame
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Protoze M™ = 0, miizeme pies j s¢itat také jen do n — 1, tj.

n—1 1 n—1 (_1)k+1 J
eloutrin) 3 L (37 ) au

=0/ | k=1
V této konecné sumé muzeme preskupovat séitance, jak se nam zlibi.
Také muzeme pouzit multinomickou vétu, protoze mocniny M vzajemné
komutuji, dostavame
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Déame-li nyni vSechny stejné mocniny matice M k sobé a zanedbame ty,
které jsou umocnény na n nebo veétsi ¢islo, mame
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Provedeme nyni stejny vypocet pro x € (—1, 1):
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Protoze vak elos(l+z)

=1+ 2z, mame
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=0, pro:i=>2.



Dosadime-li tyto sumy do vypoc¢tu s maticemi, dostaneme
elog(]-i—M) -]+ ]\47

coz jsme potiebovali.



