Resené priklady ze starych zapoctovych pisemek

Uloha. Najdeéte vsechna redlnd reseni rovnice
loga x — log, 2* = log, 16.

ReSeni. Nebot’ logaritmus je definovany pouze pro kladné hodnoty dostdvdme ihned podminku na reseni x > 0.
Ddle si uvédomime, Ze log, 16 = 4 a upravujeme ndsledovné:

logs = — log, 2* = log, 16
(logy z)? — 3logy —4 =10 subst. y = log, x
Yy  —3y—4=0
(y+1)(y—4)=0

Tedy bud’'to 4 = y = logy,x = v = 16 nebo —1 =y = logy,x = = = % Obé jsou vétsi neZ nula, a tedy resenim
jex=16azx =

N[

Uloha. Najdéte vSechna redlnd reSeni nerovnice
|z + 2z +1]| < 7.
ReSeni. Rozdélme na dva p¥ipady:

o x> —1. Pak |z + 2z + 1|| = |z + 2z + 1| = |3z + 1|, mdme tedy nerovnost |3z — (—1)| < 7, neboli
vzddlenost 3z od bodu —1 je mensi nez sedm*, 1j. 3z € (—8,6) ax € (—%,2)

o v < —3 Paklz+ |2z +1||=|z—22—1]=|—-2—1
. —x € (—6,8), tj. x € (—8,6).

, tj. ,,vzddlenost —x od bodu 1 je mensi neZ sedm “,

Dohromady tedy

e ([—%,oo) n (—2,2)) U ((—oo, —%) n (—8,6)> ere [—%,2) U (-8, —%) oz (—-8,2).

Reseni je v € (—8,2).
Uloha. Nacrinéte graf funkce
|sin(x 4+ 7/2)| + 1.

ReSeni. Prosté se to nakresli. Hodnota +3 posune graf sinu o pulkopecek doleva. Absolutni hodnota prehodi vse
pod osou y = 0 nad ni a +1 posune poté cely graf o 1 ve sméru osy y smérem nahoru. Postupné by grafy vypadaly
ndsledovné.
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Spicky jsou v bodech [% + km, 1], k € Z, a vrcholy obloukii v bodech [k, 2], k € Z.
Uloha. Najdéte vSechna redlnd reSeni rovnice
logs (2% + 2) — logs o = log; 3.

ReSeni. Nebot’ logaritmus je definovany pouze pro kladné hodnoty dostdvdame ihned podminku na vesSeni x > 0.
Ddle si uvédomime, Ze O = logs 1 a upravujeme ndsledovné:

logs x? + 2 — logs x = log; 3

2
€ + 2 o v Ve ) , v
log; —log;3=0 miuZeme délit x, nebot’ vime,Ze x > 0
2
e+ 2
log; ar 0
2% + 2 . - o
5 =1 miuZeme ndsobit x, nebot’ vime,Ze x > 0
x

2’ —3r+2=0
(x—=2)(z—1)=0

Tedy bud’to x = 1 nebo x = 2. Obé jsou vétsi neZ nula, a tedy resenim je x =1 ax = 2.
Uloha. Najdeéte vsechna redlnd reSeni nerovnice
|x 4+ 3| + |22 — 1| > 5.

ReSeni. Rozdélme na t¥i pripady:

oo

xG(—oo,—3)2>5§|x+3|+|2x—1|:—3x—3<:)x§§

1
xE[—3,5]:>5§|x+3|+|2x—1|:—x+4<:>x§—1
1
x€(§,oo):>5§|:17—|—3|+|2:)3—1\:3:B+2©1:21

Dohromady tedy bud’to v < § ax < —3 = x € (—00,—3), nebo & < —lax € [-3,3] = x € [-3,—1], nebo
x>1lax > 3=z € [l,00). Uplné dohromady x € (—oo,—3) U [-3,—1] U [1,00) = (—oo, —1] U [1, c0).
Reseni je v € (—oo, —1] U [1, o0).

Uloha. Nacrinéte graf funkce
|z + |z —1].
ReSeni. Rozdélime na t¥i podintervaly, na nich si funkci spocteme a poté na kazdém z nich nakreslime.
r € (—00,0) = |z|+ |z -1 =-2zx+1
rel0,1]=lz|+]lz—-1=1
re (lyoo)=|z|+ |z —1]=22—-1
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Uloha. V zdvislosti na parametru ¢ € R urcete vSechna redlnd x, pro kterd plati
logy(|z| + ¢) € (—1,1).

Reseni. Mdme log,(|z| 4 ¢) € (—1,1], pravé kdyz plati:
1
5 < 2| + ¢ < 2,

co? je to stejné jako
1
——c<|z|<2—-c
5o <lel <

o Resme nejprve levou nerovnost. Pro ¢ > %je splnéna vidy, tj. x € R, pro c < %jen prox € (—o0,c— %) U
1
(5 — ¢, 00).

2
e Nyni feSme pravou nerovnost. Pokud ¢ > 2, tak neni splnéna nikdy. Pokud ¢ < 2 mdme x € [c — 2,2 — (]
Dohromady tedy:
e Pro c > 2 mdme prdzdnou mnoZinu reseni.
e Proc € (1,2 mdme x € [c — 2,2 — (| (z levé nerovnosti nemdme Zddné omezeni na x).

e Proc< % mdme

rEc—2,2—¢N ((—oo,c—%)u(%—c,oo)) :[0—2,0—%)U(%—c,2—c]

Uloha. Najdéte vsechna redlnd x, pro kterd je definovdn vyraz

\/x2+43:—7
—_— + .
r—3

ResSeni.



Vyraz definovany, pravé kdyZ plati:

22+ 4x —7

+x>0 A x#3.
r—3

Prvni podminku upravime (ddame na spolecny jmenovatel a rozloZime kvadratickou rovnici v citateli):

Chde-T %P7 (z — =TT (g — =457

r—3 v z—3 r—3

Plati tedy ””2’;;_%_7 +x > 0, pravé kdyZ

(@) —3>0a(zx—=50)(z — ZH5T) > () (4. 2 € (3, +00) N ((—o0, 2257 U [T 100)))
nebo

(b)x —3 < 0a(x— =2Y5T)(z — 25Ty <) (4. & € (—o0,3) N [FL5T), =LHV5T))

ProtoZe /57 € (7,8), mdme %ﬁ € (—21,-2) a 1+‘ﬁ e (8

,Z) takZe oba zlomky jsou mensi neZ
3. Z pFipadu (a) tedy dostdvame v € (3,+00) a z przpadu (b) z € [== 7), —Hzﬁ]
[FLp/8T, =LY5T] | (3, 00).

. Reseni tedy je x €

Uloha. Nacrméte graf funkce
fl@)=1—|(z+1)*-1].

ReSeni. Prosté se to nakresli. (x + 1)? je parabola smérem nahoru s minimem v bodé [—1,0]. -1 uvniti absolutni
hodnoty ji posune kus pod osu x. Absolutni hodnota potom prevrdti ten kus pod osou x nad osu x. Minus pred
absolutni hodnotou potom preklopi graf podle osy x a konecné jednicka pred absolutni hodnotou ho kus posune
nad osu x. Vysledek je:

(x4 1)? (z+1)2 -1




—I4 —I3.. .—I2... -1 . 1I é
2
4
6

Priiseciky s osou x jsou v —1 — /2, —1, —1 4+ /3 a $picky grafu v bodé [—2,1] a [0, 1].
Uloha. V zdvislosti na parametru ¢ € R urcete v§echna redlnd x, pro kterd plati

3%t 11 € (0, 10).
ReSeni. c3%*+! + 1 € (0, 10] je ekvivalentni s

0 < 3t 4+ 1<10,
coZ je to stejné jako

—1 < 3 <9,
ProtoZe nyni potrebujeme délit céCkem je treba rozdélit iilohu na 3 moznosti:
o ¢ = (0. Pri této volbé dostdavame —1 < 0 < 9, coZ je splnéno pro kaZdé x.

o ¢ > (. Vydélenim rovnice (1) céckem dostdvdame:

__1 <323)+1 < Z
c =~

[N

Protoze _Tl < 0, je levd nerovnost splnéna pro vSechna x a z pravé nerovnosti dostdvdame:

9
32 < == 22 4 1 < logy(9) — logs(c) < 20 +1 <2 —logs(c) & o < 5
c

o ¢ < 0. Vydélenim rovnice (1) céckem dostdvdame:

__1>32z+1>9
c T c

ProtoZe % < 0 je pravd nerovnost splnéna pro vsechna x a z levé nerovnosti dostdavdame:

—1 —logs(—c)
2

1
32t < e 2z + 1 <logy(1) — logs(—c) &z <

Zde se nenechdme zmdst, Ze uvniti logaritmu mdme —% (pro c < 0 je to v porddku).
Dohromady tedy:

o Proc < 0 mdme

e (_OO’ - 1(2)g3(—c)>

1 — logs(c)

ey



o Proc=0mdmex € R.

o Proc > 0 mdme |
1—
e (_OO’ ;)gg(C)}

Uloha. Najdéte vSechna redlnd x, pro kterd je definovdn vyraz
log, (\/m — x) :
ReSeni. Vyraz je definovany prdve kdyz plati:
2?2 +3c—-5>0 a Vi2+3r—5—2>0

Z prvni podminky vyresenim kvadratické nerovnosti dostavame:

_3_\/2_9] U

2?4+3r-5>0 < :rE(—oo, 5

—3++/29 )
7 ™

Druhou podminku nejprve upravime do tvaru
Va2 +3r—5> x.

Nyni si v§imneme, Ze protoZe je nalevo odmocnina, kterd je vZdy nezdpornd, tak pro x < 0 je podminka splnéna.
Pro x > 0 ddle upravujeme umocnénim, které si pravé diky omezeni na x > 0 miizeme dovolit bez toho aniz
bychom ztratili nebo ziskali néjakd reseni:

5
\/:1:'2+3x—5>x<:>:v2—|—3:c—5>:c2<:>3x—5>0<:):13>g

Z druhé podminky tedy celkem dostdavdame, Ze bud’to je x < 0 nebox > 0 a x > g, coZ znamend.:

x € (—00,0) U (g,oo)

Vysledkem je potom prinik prvni a druhé podminky

x € ((—oo,%ﬁ] U M,OO>> N ((—0070)U(§ OO)):

2
(=223

(zde je treba si uvédomit, Ze =3V 5oy je pravda, nebot’ \/29 < 22 + 3 =),
2 3 3

co? je presné

Uloha. Nacrméte graf funkce
s
f(z) = cotg (\x! + 5) :

ReSeni. Prosté se to nakresli. Absolutni hodnota u x udéld z grafu kotangens sudou funkci a 5 posune polovinu

grafu pro kladnd x doleva o 5 a polovinu grafu pro zdpornd x doprava o 3.

cotg(x)
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Priiseciky s osou x jsou v km, k € Z, a svislé cdrkované cdry prochdzeji 5 + km, k € Z.
Uloha. V zdvislosti na parametru ¢ € R urcete v§echna redlnd x, pro kterd plati
|logy (2 + 2¢)| € (—00,2).
ReSeni. Mdme vyFesit nerovnost
|logy (2 + 2¢)| < 2, neboli —2 < logy(z* + 2¢) < 2

Uvédomme si nejprve, Ze logaritmus je definovdn v ndsledujicich pripadech: je-li ¢ > 0, tak pro vSechna x, je-li
¢ <0, tak jen pro x € (—o00, —/—2¢)U(v/—2¢, +00). Pokud je logaritmus definovdn, miiZeme nerovnosti upravit
na log, (1) < logy(z? + 2¢) < logy(4) a ddle na + < a? + 2¢ < 4. Zde si vSimneme, Ze pokud x splituje tyto
nerovnosti, pak je log(x* + 2c) urcité definovan. Staci tedy vyresit (po odecteni 2c) nerovnosti

1 2
- —2c<x”<4—2c.
4
e ReSme levou nerovnost. Je-li ¢ > %, pak je splnéna vidy. Pro ¢ < % jen pro x € (—o0,— }1 —2c) U

(4/3 — 2¢, +00).

o Resme pravou nerovnost. Je-li ¢ > 2, pak neni splnéna nikdy. Pro ¢ < 2 md Feseni x € (—v4 —2¢,+/4 — 2¢).

Ddme-li vse dohromady, ziskdme vysledek:

e Pro c > 2 mdme prdzdnou mnoZinu resSeni.

e Proc € (g,2) mdme v € (—/4 — 2¢,/4 — 2¢) (z pravé nerovnosti nemdme Zddnou omezujict podminku).

oProcS%jexE((—oo,—,/l—Zc)U(@/}l 20,00) —v/4 = 2¢,v/4 — 2c)
= (—vI=2e,— [t - 20) U (/1 = 26, vT=0).

Uloha. Najdéte vSechna redlnd x, pro kterd plati

=

1
sin(3z — 2)| > 3

ReSeni. Resme nejprve nerovnici | siny| > % a pro lepsi predstavu si nakresleme obrdzek:
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Vidime, Ze nerovnost plati pro y € (arcsing + km,m — arcsin g + kr), k € Z. Podrobnéji: funkce |siny| je
m-periodickd, staci tedy vilohu vyresit na [0, ), tam je siny kladny, miiZeme tedy odstranit absolutni hodnotu. Na
[0, 5] je navic rostouct a md inverzni funkci nazyvanou arcsin, mdme tedy

' :>1 & > in . [Oﬂ
sin = arcsin - na |0, —|.
Y73 Y 3 2
Na intervalu |5, w] dostdvdme ze symetrie, kterd je vidét z obrdzku, FeSeni y < m — arcsin % (jednd se o symetrii

siny = sin(m — y)). Dohromady tedy na (0, ) mdme FeSeni y € (arcsin g, 7 — arctg ) a vezmeme-li v iivahu
m-periodicitu, pak ziskdme vyse uvedeny vysledek y € (arcsin 5 + km, ™ — arcsin % + kn), k € Z.
Nyni staci najit vSechna x, pro kterd y = 3x — 2 € (arcsin% + km,m — arcsin% + k). Po pficteni dvojky a
vydéleni tremi mdme

1 1
s U arcsm——l—lmr—l—2) —(m — arcsin = + km + 2)).
kez 3 3

Uloha. Nacrmnéte graf funkce
f(z) = [logg |z + 1| — 1.

ReSeni. V hiavé pomoci predstav nebo pomoci postupného kresleni miizeme postupovat tieba takto:

|z + 1| logs(|z + 1))

[ logs (| + 1])] | logs(|z +1])[ — 1
25¢ 15¢
20¢ 1.0;—
10} \ ! -
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Pruseciky s osou x spoteme ndsledovné:
Jlogy(Jr + 1) =0 |+ 1] € {3, 3} & 7 € {2, -4, —2,—3)
Graf jde do kladného nekonecna pro v = —1.
Uloha. V zdvislosti na parametru ¢ € R urcete vSechna redind x, pro kterd plati
log,(z* — 3¢) € (—1,3).

ReSeni. Mdme vyresit nerovnice —1 < logs(z* — 3c) < 3, co? je ekvivalentni s logy(3) < logs(z* — 3¢) <
log4(27) a po odlogaritmovdni (ekvivalentni viprava) % < x* — 3¢ < 27 a p¥icteni 3c

1
§+3c<x4§27—|—30.

e Resme levou nerovnost: pro ¢ < —%je splnéna pro v§echna x € R, proc > —%jenpro T € (—oo, —4/ % + 30) U

()

e Resme nyni pravou nerovnost: pro ¢ < —9 neni splnéna pro Zddné x, pro ¢ > —9 je splnéna pro v &

(—=v/27 + 3¢, V27 + 3c).

Vysledek je nyni

e Pro c < —9 mdme prdzdnou mnoZinu resSeni.

e Proc € [—9,—5) mdme x € [—/2T + 3¢, /2T + 3c] (z levé nerovnosti nemdme Zddné omezeni na x).

e ((—oo, —{*/% +30)U (W% 3, oo)> N =37 £ 30, V3T T 3

1 1
= [—\4/27—1-30,—\4/54-30) U (4 §+3c, V27 + 3c| .

° ProcZ—%je

Uloha. Najdéte vsSechna redlnd x, pro kterd plati

te(22 +1)] <

1 =

S v s v v . . . . v v . . 1
ReSeni. Nacrtnéme si obrdzek funkce | tgy| a s jeho pomoci vyFesme nerovnici [tgy| < ;.
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Z obrdzku vidime, Ze FeSenim je y € (— arctg ; L4k, arctgi + km), k € Z. Podrobnéji: Diky m-periodi¢nosti

staci dlohu Fesit na (0, 7) a diky sudosti vlastne jen na (0,%). Tam jsou funkce tg a arctg navzdjem inverzni, tg
Je nezdporny a rostouct a tedy

1
&y < arctg 4_1

o |

tgy| < & tgy <

Reseni y € [0, arctg 1] na [0, %) a symetrie ndm dd reseni y € [— arctg 1, arctg 1) na (—Z, %) a periodicnost pak
Y€ U arctg + km,arctg — ! + kml.
keZ 4

Nyni staci najit mnoZinu vSech x, kterd spliiuji y = 2x + 1 € [— arctg}t + km, arctg}1 + kr|. Odectenim
Jjednicky a vydélenim dvema ziskame

1 1
€ t kr—1 tg — + km —1)].
x ,CLGJZ —arctg 2 + T )Q(arcg4+ T —1)]

Uloha. Nacrméte graf funkce
f(z) = |sinz — log, V2| .

ReSeni. Nejprve si uvédomime, Ze log,(v/2) = % Poté v hlavé pomoci predstav nebo pomoci postupného kreslent
miiZeme postupovat tieba takto:
sin(z)
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[sin(z) — 5|

Pruseciky s osou x spocteme ndsledovné:
1 1 5
|sinx—§| :O@Sin:p:§@x:%+2kﬂnebox:%+2kﬁ, keZ

Vcholky kopeckii grafu jsou v bodech [Z + 2km, 3, k € Z, a [3F + 2km, 2], k € Z.



