IV. Funkce jedné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné redlné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni f: M — R, kde M je podmnoZinou mnoZiny realnych
Cisel.

Definice. Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici x1,22 € J, 1 < x2, plati nerovnost
f(z1) < f(z2). Analogicky definujeme funkci klesajici (neklesajict, nerostouci) na intervalu J.

Definice. Monotonni funkci (resp. ryze monotonni funkci) na intervalu J rozumime funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci
(resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice. Necht' f je funkce a M C Dy. Rekneme, Ze funkce f je
e shora omezend na M, jestlize existuje Cislo K € R takové, Ze pro viechna z € M je f(z) < K,
e zdola omezend na M, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je f(z) > K,

e omezend na M, jestliZe existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je |f(z)| < K,

e lichd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a f(—x) = — f(z),

sudd, jestlize pro kazdé « € Dy plati —z € Dy a f(—z) = f(x),

periodickd s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € Dy platiz +a € Dy, x —a € Dy a f(x +a) =

fla—a) = f(a).

IV.2. Limita funkce
Definice. Necht’ ¢ € R ae > 0. Potom definujeme
e okoli bodu c o poloméru ¢ jako B(c,e) = (¢ — g,¢ + ¢€),
o prstencové okoli bodu c o poloméru € jako P(c,e) = (c —¢e,c+¢) \ {c}.
Definice. Rekneme, e &islo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R, jestlize
VeeR,e>030 € R, >0Vz € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Véta 20 (jednoznacnost limity). Funkce f md v libovolné bodé nejvyse jednu limitu A € R.

Mi-li funkce f v bodé ¢ € R limitu A € R, pak piSeme lim f(z) = A.
Tr—cC

Definice. Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé c € R, jestlize plati

lim f(z) = f(c).

r—cC
Pozndmka. Funkce f je spojitd v bod¢ ¢, pravé kdyz plati
VeeR,e>030 €R,0 >0Vx € B(c,d): f(x) € B(f(c),e).
Definice. Necht' € > 0. Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp. —oo) definujeme takto:

P(+00,e) = B(+00,¢) = (1/¢, +00),
P(—00,e) = B(—00,¢) = (—o0, —1/¢).

Definice. Rekneme, 7e A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 € R,§ >0Vz € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Véta 20 plati i pro ¢ € R*, A € R*, tedy lze pouzit oznaeni lim,_,. f(z) = A.
Definice. Necht' ¢ € R a e > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu c jako B (c,e) = (c,c + ¢),

e levé okoli bodu c jako B~ (c,e) = (c — €, ¢),



e pravé prstencové okoli bodu c jako P (c,e) = (¢, c + €),

o levé prstencové okoli bodu ¢ jako P~ (c,e) = (c — €, ¢),

e levé okoli bodu 400 jako B~ (+00,¢) = (1/¢g, +00),

e pravé okoli bodu —oo jako B (—o00,¢g) = (—o0, —1/¢),

o levé prstencové okoli bodu 400 jako P~ (400,¢e) = B~ (+00,¢€),

e pravé prstencové okoli bodu —c jako Pt (—o00,e) = BT (—o0,¢).
Definice. Necht A € R*, ¢ € RU{—o00}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé c limitu zprava rovnou A (zna&ime wlirgr f(z) = A),
jestlize

Ve€R,e>030 €R,§ >0z € PT(c,0): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bod€ ¢ € RU{+o0}. Pro limitu zleva funkce f v bod& ¢ uzivaime symbol ”l_i>n‘1_ f(z).

Pozndmka. Necht' ¢ € R, A € R*. Pak plati

lim f(z) =A< (Ilgg_f(x) =A & lim f(z)= A) .

r—c r—c—

Definice. Necht' ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ spojitd zprava (resp. zleva), jestlize lim,_,.4 f(x) = f(c) (resp.

lim, . f(x) = f(c).

Véta 21. Necht’ funkce f md vilastni limitu v bodé c € R*. Pak existuje 6 > 0, Ze f je na P(c,0) omezend.

Véta 22 (aritmetika limit). Necht’ ¢ € R*. Necht' lim,_,. f(z) = A € R* alim,_,. g(z) = B € R*. Potom plati:
(i) lim,.(f(z) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B definovdn,

(ii) lim, . f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovdn,

(iii) lim, . f(x)/g(x) = A/ B, pokud je vyraz A/ B definovdn.

Dusledek. Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodé ¢ € R. Pak také funkce f+ g a f g jsou spojité v bodé c. Pokud navic g(c) # 0,
pak také funkce f /g je spojitd v bodé c.

Véta 23. Necht’ ¢ € R*. Necht’ lim, . g(x) = 0, lim, . f(z) = A € R* a A > 0. JestliZe existuje n > 0 takové, Ze funkce g
je kladnd na P(c,n), pak lim, . (f(z)/g(x)) = +oc.

Definice. Polynomem budeme rozumét kazdou funkci P tvaru
Px)=ay+az+ - +apz", z€eR,

kden € NU{0} aag,ay,...,a, € R.Cislaag, . .., a, se nazyvaji koeficienty polynomu P.

Pozndmka. Necht n,m € NU {0} a

P(z)=ap+ a1z + -+ apz”, z€R,
Qx)=bo+bixz+ - +buz™, zeR,

kde ag,a1,...,an, € R, a, # 0, bo,b1,...,bm € R, b, # 0. Jestlize se polynomy P a @ rovnaji (tj. P(z) = Q(x) pro kazdé
z €R),pakn=maag =by,...,a, = by.
Definice. Necht' P je polynom tvaru

Plz)=ay+arx+ - +az”, xR

Rekneme, Ze P je polynom stupné n, jestlize a,, # 0. Stupeti nulového polynomu (tj. konstantni nulové funkce definované na R)
definujeme jako —1.

Véta 24 (limita a usporddéani). Necht’ ¢ € R* a existuje lim, . f(z) a lim,_,. g(x).
(i) Jestlize lim, . f(x) > limg,_,. g(x), pak existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(x) > g(x).
(ii) JestliZe existuje § > 0 takové, Ze Vx € P(c,d): f(x) < g(x), potom plati
lim f(z) < lim g(x).
xr—c r—c
(iii) (o dvou policajtech) Necht existuje n > 0 takové, Ze plati
Vo € P(e,n): f(z) < h(z) < g(z).
Je-li navic lim, . f(x) = lim,_,. g(x) = A € R*, potom existuje rovnéZ lim,_,. h(x) a rovnd se A.



Disledek. Nechr' ¢ € R*, lim,_,. f(z) = 0anechr’ existuje 1) > 0 takové, Ze g je omezend na P(c,n). Potomlim,_,.(f(x)g(z)) =
0.

Véta 25 (limita sloZené funkce). Necht’ ¢, A,B € R*, lim,,.g(x) = A, limy_, 4 f(y) = B a je splnéna alespori jedna z
ndsledujicich podminek:

(P) IneR,n>0Vz € P(c,n): g(x) # A
(S) funkce f je spojitd v bodé A.
Potom

lim f(g(z)) = B.

r—c
Dusledek. Necht’ funkce g je spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd v bodé g(c). Potom je funkce f o g spojitd v bodé c.

Véta 26 (jednostrannd limita sloZzené funkce). Necht' ¢, A, B € R*, lim,_,._ g(z) = A, lim,_, a4 f(y) = B a je splnéna
alespori jedna 7 ndsledujicich podminek:

(P) IneR,n>0Vz e P (c,n): glx) > A,
(S) funkce f je spojitd v bodé A zpravaa In € R,n > 0Vx € P~ (¢,n): g(z) > A.
Potom

lim f(g(z)) = B.

r—c—

Véta 27 (Heine — polovina). Necht’ ¢ € R*, A € R* a pro funkci f plati lim,_,. f(x) = A. Jestlize posloupnost {x,, } spliiuje
Zn € Dy, , # cprovSechnan € N alim,,_,« x, = ¢, pak plati lim,,_, ., f(z,) = A

Véta 28 (limita monoténni funkce). Necht’ a,b € R*, a < b. Budif funkce f monoténni na intervalu (a,b). Potom existuji
lim, o4 f(z) alim,_p— f(x), pFicemZ plati:

e Je-li f na (a,b) neklesajici, pak lim, o f(x) = inf f((a,b)) alim,_p— f(x) = sup f((a,b)).

e Je-li f na (a,b) nerostouci, pak lim,_,q f(x) = sup f((a,b)) alim,,— f(z) = inf f((a,b)).

IV.3. Funkce spojité na intervalu

Definice. Necht' J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekoneéné mnoho bodi). Funkce f: J — R je spojitd na
intervalu J, jestliZe plati:

e f je spojitd v kazdém vnitinim bodé J,
o f je spojitd zprava v levém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,
e f je spojitd zleva v pravém krajnim bod¢ intervalu .J, pokud tento bod patii do J.

Véta 29 (Bolzano, o nabyvéni mezihodnot). BudiZ funkce f spojitd na intervalu {a,b) a pFedpoklddejme, Ze f(a) < f(b). Potom
pro kazdé C € (f(a), f(D)) existuje & € (a,b) takové, Ze plati f(§) = C.

Véta 30 (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht’ J je interval a funkce f: J — R je spojitd na J. Potom je f(J) interval.

Definice. Necht M C R, x € M a funkce f je definovdna alespori na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé
maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

Vye M: f(y) < f(z) (resp.Vy € M: f(y) > f(z)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol max,; f (resp. miny, f) oznacuje nejvetsi
(resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje). Body maxima ¢i minima
souhrnné oznacujeme jako body extrému.

Definice. Necht M C R, x € M afunkce f je definovana alesponi na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze funkce f md v bodé =
e lokdlni maximum vzhledem k M, jestliZe existuje 6 > 0 takové, 7ze Vy € B(z,6) N M: f(y) < f(x),

o lokdlni minimum vzhledem k M, jestliZe existuje § > 0 takové, ze Vy € B(z,0) N M : f(y) > f(z),

ostré lokdIni maximum vzhledem k M, jestliZe existuje 6 > 0 takové, ze Vy € P(x,0) " M : f(y) < f(z),

ostré lokdIni minimum vzhledem k M, jestliZe existuje 0 > 0 takové, Ze Vy € P(x,0) N M : f(y) > f(z).



Bodem lokdiniho extrému rozumime bod lokalniho maxima ¢i lokalniho minima.

Véta 31 (o nabyvéni extrémi). Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom funkce f nabyvd na (a,b) své nejvétsi
hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty (minima).

Dusledek 32 (omezenost spojité funkce). BudiZ f spojitd funkce na intervalu {a,b). Potom je f na (a,b) omezend.

Véta 33 (spojitost inverzni funkce). BudiZ f spojitd a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J. Potom funkce f=! je spojitd
a rostouct (klesajici) na intervalu f(.J).

IV.4. Zavedeni elementarnich funkci

Véta 34 (zavedeni logaritmu). Existuje jedind funkce (znacime ji log a nazyvdme ji pfirozenym logaritmem), kterd md tyto
vilastnosti:

(L1) Diog = (0,400),

(L2) funkce log je na (0, +00) rostouci,

(L3) Vx,y € (0,+00): logzy = logx + logy,
(L4) lim &% =1,

z—1 T~

Vlastnosti funkce logaritmus

e logl =0,

Vo € (0,400): log(l/z) = —logw,

Vn € ZVx € (0,+00): logz™ = nlogz,

lim logz = +o0, lim logx = —o0,
x——+00 r—0+

funkce log je spojitd na (0, +00),
o M =R,
e existuje pravé jedno &islo e € (0, +00) spliiujici loge = 1.
Definice. Exponencidlni funkci budeme rozumét funkci inverzni k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.
Vlastnosti exponencialni funkce
¢ Dexp =R, Heyp, = (0, 4+00),
e funkce exp je spojitd a rostouci na R,
e expO0=1,expl =g,
e Vr,y € R: exp(x +y) = exp(x) exp(y),
o Vz € R: exp(—z) =1/expu,

o Vn € ZVx € R: exp(nz) = (expz)”,

e lim expxr=+oco, lim expx =0,
Tr—+00 T——00
o lim &R@=1 _ 4

x—0 x

o VrecQ: expr=e'.
Definice. Necht' a,b € R, a > 0. Obecnou mocninu a® definujeme jako

a® = exp(bloga).

Definice. Necht' a,b € (0,+00), a # 1. Obecny logaritmus log, b definujeme jako

_ logb
~loga’

log, b



s

Véta 35 (zavedeni funkce sinus a ¢isla 7). Existuje jediné kladné redlné islo (budeme ho znacit ) a jedind funkce sinus (budeme
Ji znacit sin), které maji ndsledujici vlastnosti:

(S1) Dgin =R,

(S2) sin je rostouci na {(—m/2,7/2),

(S3) sin0 =0,

(84) Vz,y € R: sin(z +y) = sinz - sin(F —y) +sin(§ — x) - siny,

(S5) lim sine — 1,
z—0 7T

Definice. Funkci kosinus rozumime funkci cos z = sin(§ — z), z € R.

Vlastnosti funkci sinus a kosinus

e Funkce cos je klesajici na intervalu (0, 7).

e cosg =0,sin§ =1,sinm =0,cosm =sin(—F) = —1,sin  =cos

fS

o Vx € R: sin(x+7) = —sinz

e Funkce cos je sudd, funkce sin je licha.

e Funkce sin a cos jsou 2m-periodické.

e Vo € R: sin’x +cos?z =1

e Vx € R: [sinz| <1,|cosz| <1

o Vz,y € R: sinz —siny = 2sin (£5%) cos (£5Y)
e Funkce sin a cos jsou spojité na R.

o Hyn = Heos = <7171>

e Funkce sin je rovna nule pravé v bodech mnoziny {k7; k € Z}, funkce cos je rovna nule pravé v bodech mnoZiny
{§ +km kel

Definice. Funkci tangens zna¢ime tg a definujeme predpisem

sinx

tgr =
cosx
pro kazdé redlné z, pro néZ ma zlomek smysl, tj.

Dig={z €R; z #7/2+kn, k € Z}.

Symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, ktera je definovana na mnoZin€ Deog = {@ € R; x # km, k € Z} pfedpisem

Vlastnosti funkci tangens a kotangens

° tg% :cotgg =1

e Funkce tg i cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
e Funkce tg i cotg jsou liché.

e Funkce tg i cotg jsou m-periodické.

e Funkce tg je rostouci na (—7 /2, 7/2), funkce cotg je klesajici na (0, 7).

e lim tgax =400, lim tgax = —oo, lim cotgx = +oo, lim cotgax = —o0
=5 — z——5+ r—0+ T—T—

2

L4 Htg = Ilcotg = R

Definice.



Funkci arkussinus (zna¢ime arcsin) rozumime funkci inverzni k funkci sin |, z ).

Funkci arkuskosinus (znaéime arccos) rozumime funkci inverzni k funkci cos | (g, ).
e Funkci arkustangens (zna¢fme arctg) rozumime funkci inverzni k funkei tg [(_z z).

272

e Funkci arkuskotangens (znatime arccotg) rozumime funkci inverzni k funkei cotg | (g ).

Vlastnosti cyklometrickych funkci

® Daresin = Darccos = (—1,1), Darctg = Darccotg = R

e Funkce arcsin a arctg jsou liché.

e Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich oborech).
e Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

e arctg0 =0, arctg1l = 7, arccotg0 = 5

= lim
z—0

e lim

arcsin x
x—0 z

arctgx __
—rs==1

e Vx € (—1,1): arcsinz + arccosz = 5, Vo € R: arctgx + arccotgzr = §

e lim arctgx =

lim arctgr = —3 lim arccotgx =0, lim arccotgxr =7
T—r+00 — -

™ li
2 !
TrT——0Q r—+00 T——0Q

IV.S. Derivace funkce
Definice. Necht' f je redlna funkce a a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

f’(a) — lim f(a+h’) — f(CI,)

h—0 h ’

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

/ _ .
Fi (a) = hlg&_ h ’

e derivaci funkce f v bodé a zleva budeme rozumét

, - fla+h)— f(a)
O

pokud pfislusné limity existuji.
Definice. Necht' f mad vlastni derivaci v bodé a € R. Tecnou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)] nazveme piimku
T, ={[z.y) € R* y = f(a) + f(a)(z — a)}.

Véta 36. Necht’ funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
Véta 37 (aritmetika derivaci). Predpoklddejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R vlastni derivace a o € R. Potom plati

(i) (f +9)(a) = f'(a) + g'(a),

(i) (af)'(a) = a- f'(a),
(iii) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

(iv) je-li g(a) # 0, pak

g

(f)' (a) = /' (@a(@) ~ fla)g'(a)

Véta 38 (derivace sloZzené funkce). Necht’ funkce f md vlastni derivaci v bodé yy € R, funkce g md viasmi derivaci v bodé
x0 € Rayy = g(xo). Pak

(f ©9)'(x0) = f'(y0) - g'(x0).



Véta 39 (derivace inverzni funkce). Necht’ funkce | je na intervalu (a,b) spojitd a ryze monotonni a md v bodé xo € (a,b)
derivaci f'(xo) viastni a riiznou od nuly. Potom md funkce f~1 derivaci v bodé yy = f(x0) a plati rovnost

V00 = 7oy = P i)

Derivace elementarnich funkci
[ ]
[ ]
logz)' = L proz € (0, +00),
expx) =exprproz € R,
%) = az® ! proz € (0,+00),a € R,
a®) =a*logaprox €R,a €R,a >0,
sinx)’ = cosz proz € R,
cosx) = —sinx prox € R,
tgx) = o7 prox € Dy,

/

cotgx) = — pro = € Deotg,

sm2

[ ]
—~ —~ —~ —~ o~ —~ —~ —~ —~ —~ —~

arcsinz) = \/7 prox € (—1,1),

e (arccosz) = —\/1177 prox € (—1,1),

(arctgx)’ = 177 prox € R,

(arccotg x)’ = — 7z pro = € R.
Véta 40 (nutnd podminka lokdlniho extrému). Necht’ funkce f md v bodé xo € R lokdini extrém. Jestlize existuje f'(xq), potom
je f'(zo) = 0.
IV.6. Hlubsi véty o derivaci funkce
Véta 41 (Rolle). Necht’ a,b € R, a < b a funkce f md ndsledujici viastnosti:
(i) je spojitd na intervalu {(a,b),
(ii) md derivaci (viastni & neviastni) v kaZdém bodé otevieného intervalu (a,b),
(iii) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuje £ € (a,b) spliujici f'(£) = 0.

Véta 42 (Lagrange, o stiedni hodnot&). Nechr’ a,b € R, a < b, funkce f je spojitd na intervalu {a,b) a md derivaci (viastni ¢i
nevlasmi) v kazdém bodé intervalu (a,b). Potom existuje £ € (a,b) takové, Ze plati

1) = f(a)

1e ===

Véta 43 (vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht’ J C R je nedegenerovany interval. Necht' f je spojitd na J a v
kaZdém vnitinim bodé J (mnoZinu vnitinich bodii intervalu J ozna¢me jako Int J) md derivaci.
(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € Int J, pak f je rostouci na J.
(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € Int J, pak f je klesajici na J.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro v§echna x € Int J, pak f je neklesajici na J.
fi(z) <

(iv) Je-li f'(x 0 pro vSechna x € Int J, pak f je nerostouci na J.



Véta 44 (vypocet jednostranné derivace). Necht’ f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje hm+ f'(x). Potom existuje f! (a)
Tr—a

a plati rovnost

fila) = lm f'().

x—a+

Véta 45 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht’ funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* viastni derivace a existuje
lim 7 E ; Necht’ plati jedna z ndsledujicich podminek:
Tr—ra

(i) lim f(x) = lim g(z) =0,

T—ra
(ii) lim |g(x)| = +oc.
r—a

f()

Potom existuje i hm L@ @ plati

@) )
g ()

IV.7. Konvexni a konkavni funkce
Definice. Rekneme, Ze funkce f je naintervalu

e konvexni, jestlize pro kazdé x1,xo € I akazdé A € (0, 1) plati

fOz1 4+ (1= A)z2) < Af(z1) + (1= A) f(2),
e konkdvni, jestlize pro kazdé x1, x5 € I akazdé A € (0, 1) plati

fQz1 4+ (1 = AN)z2) > Af(21) + (1 = A) f(22),
o ryze konvexni, jestlize pro kazdé x1,xo € I, x1 # x9 akazdé A € (0, 1) plati

fOz1 4+ (1= N)za) < Af(z1) + (1= A) f(2),
e ryze konkdvni, jestlize pro kazdé x1,xo € I, x1 # xo akazdé A € (0, 1) plati

fQAz1 4+ (1= Nz2) > Af(z1) + (1= A) f(22).

Lemma 46. Funkce f je na intervalu I konvexni, prdavé kdyZ pro kazdé tri body x1,x2,x3 € I, x1 < 2o < x3, plati

flws) = fo) _ flws) = faz)

To — 21 a T3 — X2

Definice. Necht' funkce f ma na jistém okoli bodu a € R vlastni derivaci. Druhou derivaci funkce f v bod€ a budeme rozumét

) — tim £ @) = '@

h—0 h

)

pokud limita existuje.
Necht’ nyni n € N a funkce f md v jistém okoli bodu a € R vlastni n-tou derivaci (zna¢ime ji symbolem f(™)). Pak (n+41)-ni
derivaci funkce f v bod€ a budeme rozumét

f(n+1)(a) ~ fim f(n)(a +h)— f(n) (a)

h—0 h

)

pokud limita existuje.
Véta 47 (druhd derivace a konvexita). Necht’ a,b € R*, a < b a f md na intervalu (a,b) viastni druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a,b).
(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak | je ryze konkdvni na (a,b).
(iii) JestliZe f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konvexni na (a,b).
(z) < (a,b)

(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je konkdvni na (a,b).



Definice. Necht' f mé vlastni derivaci v bodé a € R a T, oznaluje te¢nu ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)]. Rekneme, Ze bod
[z, f(x)] lezi pod tecnou T,, jestlize

f(@) < fla) + f'(a) - (x — a).

Plati-li opain4 nerovnost, fekneme, Ze bod [z, f(x)] leZi nad te¢nou Ty,.
Definice. Necht' f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, Ze plati
(i) Vz € (a— A,a): [z, f(x)] leZi pod te¢nou Ty,
(i) Vz € (a,a+ A): [z, f(z)] lezi nad te€nou Ty,
nebo
(i) Yz € (a— A,a): [z, f(x)] leZi nad te¢nou T,
(i) Vz € (a,a+ A): [z, f(z)] lezi pod te¢nou T,.

Véta 48 (nutnd podminka pro inflexi). Necht' a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom f"(a) neexistuje nebo je rovna
nule.

Véta 49 (postacujici podminka pro inflexi). Necht’ funkce f md spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b) a z € (a,b). Necht’
plati:

o Vx € (a,2): f’(z) >0,
o Vz € (z,0): f"(x) <.

Potom z je inflexnim bodem funkce f.

IV.8. Prubéh funkce
Definice. Piimku, ktera je grafem afinni funkce x — kx + g, k,q € R, nazveme asymptotou funkce f v 400 (resp. v —o00),
jestlize

lim (f(z) —kx—q)=0, (resp. lim (f(z)—kx—q)=0).

T—+0o0 T——00

Tvrzeni 50. Funkce f md asymptotu v +o0o popsanou afinni funkci x — kx + q, prdavé tehdy, kdyZ

lim M:lcEIR a lim (f(x) —kr)=qgeR.

r——+0o0 X r—+o0

Vysetieni pribéhu funkce

1. Urcime defini¢ni obor a provedeme diskusi spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitdme limity v ,krajnich bodech defini¢niho oboru*.

Vysetiime prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokdlni a globalni extrémy. Uréime obor hodnot.
Spocéteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je funkce f konvexni nebo konkdvni. Ur¢ime inflexni body.

Uréime asymptoty funkce.

N o s

Nacrtneme graf funkce.



