II1. Limita posloupnosti

IIL1. Uvod

Definice. Zobrazeni a : N — R nazyvame posloupnost redlnych Cisel. Obraz ¢isla n znac¢ime a,,, celou posloupnost znacime
{a,}22,. Cislo a,, nazveme n-tym ¢lenem této posloupnosti.

Posloupnost {a,, } 72 ; je rovna posloupnosti {b,, }52 ,, jestlize plati a,, = b,, pro kazdé n € N.

Mnozinou ¢lenii posloupnosti {ay, 152 rozumime mnoZinu

{z € R; 3In € N: a,, = z},
tedy obor hodnot zobrazenf a.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je
e shora omezend, jestliZze mnoZina vSech ¢lend této posloupnosti je shora omezena,
o zdola omezend, jestlize mnoZina vsech Cleni této posloupnosti je zdola omezend,
e omezend, jestliZe mnozina vSech ¢lend této posloupnosti je omezena.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je

o rostouct, je-li an, < an41 prokazdén € N,

klesajict, je-li a,, > a,4+1 pro kazdé n € N,
e nerostouct, je-li a, > a,41 prokazdén € N,
o neklesajici, je-li a,, < a1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a, } je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze monoténni,
pokud je rostouci ¢i klesajici.

Definice. Bud'te {a,,} a {b,,} dv& posloupnosti redlnych &isel.
e Souctem posloupnosti {a,, } a {b, } rozumime posloupnost {a,, + b, }.
e Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.

e Necht' vSechny Cleny posloupnosti {b,,} jsou nenulové. Pak podilem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime posloupnost
an
et

e Je-li A € R, pak A-ndsobkem posloupnosti {a,, } rozumime posloupnost {Aa,, }.

I11.2. Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze &islo A € R je limitou posloupnosti {a,, }, jestlize ke kazdému kladnému &islu € existuje takové piirozené
&islo ng, Ze pro v8echna pfirozend Cisla n > ng plati |a, — A| < ¢, tj.

VeeR,e>03ng e NVn e Nyn > ng: |a, — Al <e.
Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je konvergenmi, pokud existuje A € R, které je limitou {a,, }.
Véta 9 (jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
Zna¢ime lim a, = A nebo jenom lim a,, = A.

n— oo

Pozndmka. Necht {a,} je posloupnost redlnych éisel a A € R. Pak
lima, = A < lim(a, — A) =0 < lim|a, — A| = 0.
Véta 10. Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.

Definice. Necht' {a,,}°°; je posloupnost redlnych &isel. Rekneme, Ze posloupnost {bx } 2 | je vybranou posloupnosti z {a,, }_,
(nebo t€Z podposloupnosti posloupnosti {a, }72 ), jestliZe existuje rostouci posloupnost pfirozenych Cisel {ny}° , takovd, Ze
b = an, prokazdé k € N.

Véta 11 (limita vybrané posloupnosti). Necht’ {by}52 , je vybrand posloupnost z posloupnosti {a, }o ;. JestliZe plati lim,, _, o a,, =
A € R, pak také limy_, . by, = A.



Pozndmka. Necht' {a,}22 ; je posloupnost redlnych éisel, A € R, K € R, K > 0. Jestlize plati
VeeR,e>03ng e NVneN,n>ng: |a, — 4] < Ke,
potom lim a,, = A.
Véta 12 (aritmetika limit). Necht’ lima,, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + b,) = A+ B,
(ii) lim(a, - b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0 ab,, # 0 pro vSechnan € N, je lim(a, /b,) = A/B.
Véta 13. Necht’ lim a,, = 0 a necht’ posloupnost {b, } je omezend. Potom lim a,,b,, = 0.
Véta 14 (limita a uspotddéni). Necht'lima,, = A € Ralimb, = B € R.
(i) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé p¥irozené n > ng je a,, > b,. Potom A > B.
(ii) Necht’” A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pFirozené n > ng je a,, < by,.
Véta 15 (o dvou policajtech). Bud’te {a,}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti a {c,,} takovd posloupnost, Ze plati:
(i) Ing e NVn e Nyn > ng: a, < c, < by,
(ii) lima,, = lim b,,.

Potom existuje lim ¢,, a plati lim ¢,, = lim a,.

I11.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu +oco (plus nekonecno), jestlize
VLeR3Ing e NVne N,n>ng: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu —oco (minus nekonecno), jestlize
VK e Rdng e NVne N,n>ng: a, < K.

Véta 9 o jednoznacnosti limity plati i pro limity +o00 a —co. Je-li lim a,, = 400, fikdme, Ze posloupnost {a,, } diverguje k
~+00, podobné pro —co. Je-li lim a,, € R, fikdme, Ze posloupnost {a,, } ma vlasmni limitu, je-1i lim a,, = +o0 nebo lim a,, = —oo0,
fikdme, Ze posloupnost {a,, } ma nevlastni limitu.

Véta 10 pro nevlastn{ limity neplati. Plati v§ak

Véta 10°.
e Necht’ lim a,, = +00. Pak posloupnost {a,, } neni shora omezend, je vSak zdola omezend.
e Necht’ lim a,, = —oc. Pak posloupnost {ay, } neni zdola omezend, je vSak shora omezend.
Véta 11 (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni limity.

vy

Definice. RozsiFenou redlnou osou rozumime mnoZinu R* = R U {400, —co} s nésledujicim roz§ifenim operaci a uspofadani
zR:

e a<f+xa—oco<aproa€ R, —oo < 400,
e a+ (+00) = (+00) +a = +ooproa € R*\ {—o0},

e a+ (—00)=(—00)+a=—ocoproa € R*\ {+oc0},

a-(+oo) = (£o0)-a=+ooproa € R* a >0,

a-(+oo) = (£o0)-a=Fooproa € R*, a <0,
e ;- =0proaeR
Nekteré operace nejsou definovany. Jsou to:

o (—00) + (+00), (+00) + (=00), (+00) = (+00), (=00) — (—00),



e (+00):0,0- (+00), (—00) 0,0 (—00),
oo Yo o’ Tagw ¢ Proa € R™.
Véta 12’ (aritmetika limit). Necht' lima,, = A € R* alimb,, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a, £ b,) = A + B, pokud je pravd strana definovdna,
(ii) lim(a, - b,) = A - B, pokud je pravd strana definovdna,

(iii) lim a,, /b, = A/B, pokud je pravd strana definovdna.

Véta 16. Necht lima, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati b,, > 0. Pak
lim a,, /b, = +o0.

Véta 14 (limita a uspofadéani) a Véta 15 (o dvou policajtech) plati i pro nevlastni limity. Dokonce plati

Véta 15’ (o jednom policajtovi). Bud’te {a,} a {b,} dvé posloupnosti.
e Jestlie lim a,, = 400 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati b, > a,, pak limb,, = 4o0.
e Jestlie lim a,, = —o0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati b,, < a,, pak limb,, = —oo.

Definice. BudiZz A C R neprazdnd. Neni-li A shora omezend, pak definujeme sup A = +o0. Neni-li A zdola omezend, pak
definujeme inf A = —o0.

Lemma 17. Necht’ M C R je neprdzdnd mnozZina, G € R*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) G =sup M.

(ii) Cislo G je horni zdvorou M a existuje posloupnost {x, }>_, bodii z M, pro kterou lim z,, = G.

I11.4. Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 18 (o limit€ monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu. Je-li {a,} neklesajici, pak lima,, =
sup{an; n € N}. Je-li {a,, } nerostouci, pak lim a,, = inf{a,; n € N}.

Véta 19 (Bolzano-WeierstraB). Z kaZdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni podposloupnost.



