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Myšlenka

Klasické znaménkové a pořádkové testy jsou velmi využívané
neparametrické testy v případě jednorozměrných náhodných veličin — lze
tyto testy zobecnit i pro vícerozměrná rozdělení?

Uvažujeme náhodný vzorek Xn, který obsahuje n pozorování
X1, . . . , Xn ∈ Rp sledující ”symetrické” rozdělení s neznámým středem
symetrie θ ⊂ Rp.
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Symetrické rozdělení?

Sféricky symetrické rozdělení
Řekneme, že náhodný vektor X sleduje sféricky symetrické rozdělení
okolo θ, jestliže rotace vektoru X okolo středu θ rozdělení nezmění.
Přesněji:

X − θ
d= A(X − θ)

pro všechny ortonormální matice A.

Elipticky symetrická rozdělení
Řekneme, že náhodný vektor X sleduje elipticky symetrické rozdělení
s parametry θ a Σ, jestliže existuje sféricky symetricky rozdělený náhodný
vektor Y takový:

X d= A′Y + θ,

kde matice Akxd je taková, že A′A = Σ.
Interdirections 4 / 25
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Tři základní přístupy k vícerozměrným
neparametrickým testům

1 Puri, Sen (1971);
2 prostorová znaménka, pořadí, Ojův medián – Oja (1999);
3 interdirekce (interdirections).

Interdirekce
Myšlenka přístupu pomocí interdirekcí byla představena Randlesem (1989).

Definice
Řekneme, že nadrovina je interdirekcí mezi body y1, y2 ∈ Rp ve vzorku
X1, X2, . . . , Xn, pokud tato nadrovina prochází středem rozdělení a dalšími
p − 1 body z pozorování X1, X2, . . . , Xn a zároveň tato nadrovina odděluje
body y1 a y2.
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Randles (1989): Jednovýběrový test na polohu
rozdělení
Nulová hypotéza:

H0 : θ = 0.

Vn = p
n

n∑
j=1

n∑
k=1

cos(πp̂jk),

kde

p̂jk = (Cjk + dn)/
(

n
p − 1

)
j ̸= k

= 0 j = k,

Cjk je počet interdirekcí mezi Xj a Xk; a dn =
(( n

p−1
)

−
(n−2

p−1
))

/2.

Interdirections 6 / 25



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Jednovýběrový test na polohu rozdělení
Nulová hypotéza:

H0 : θ = 0.

Randles (1989)
Jestliže pozorování pochází z elipticky symetrického rozdělení, potom za
platnosti hypotézy H0 platí: V2

n → χ2
p v rozdělení pro n → ∞.

Jednovýběrový test na parametr polohy rozdělení
Později Peters and Randles (90), Jan and Randles (94) tyto výsledky
vylepšili, porovnali je s jinými testy. Hallin a Paindaveine ve článku z roku
2002 ukázali nové statistiky založené na interdirekcích, ukázali jejich
asymptotické vlastnosti.
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Test dvou výběrů na shodu parametrů polohy
Randles and Peters (Randles and Peters (90)) uvažovali test s nulovou
hypotézou

H0 : θ1 = θ2

za podmínky elipticky symetrického rozdělení.

Vícevýběrový test na shodu parametrů polohy
Později např. Um, Randles (98) zobecnili jejich výsledky také pro situaci
více než dvou výběrů.

Neparametrické testy nezávislosti
V roce 1997 Gieser a Randles představili také test nezávislosti mezi vektory
také založený na Randlesových interdirekcích.
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Klíčový krok (Hallin, Paindeviene (02))
Nechť X1, X2, . . . jsou i.i.d. p-rozměrné vektory se sféricky symetrickým
rozdělením. Označme α(y1, y2) := arccos((y′

1y2)/(∥y1∥∥y2∥)) úhel mezi
y1, y2 (vůči středu rozdělení).
Potom (

n
d − 1

)−1
C(n)(y1, y2)

konverguje v L2 k π−1α(y1, y2) pro n → ∞.

Důkaz
Založen na U-statistikách…
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Motivace

Problém se znalostí parametrů polohy rozdělení
Výše uvedené metody předpokládají znalost středu rozdělení, k jejich
realizaci je tedy zapotřebí nejprve odhadnout střed rozdělení.
Je skutečně nezbytné odhadovat střed rozdělení? Nebylo by možné najít
podobnou techniku, která by nepotřebovala znalost středu rozdělení?
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Lift-interdirections

Oja, Paindaveine (2005)
Oja a Paindaveine (2005) představili ve své práci tzv. lift-interdirections.
Lift-interdirections jsou založeny na všech nadrovinách, které procházejí
p body z pozorování a oddělují body y1 a y2.

Ukazují, že (za předpokladu elipticky symetrického rozdělení) pořadí jejich
lift-interdirections se asymptoticky shoduje s pořadím v Mahalanobisově
vzdálenosti. Ukázali, že lift-interdirection společně s Randlesovými
interdirekcemi mohou být použity v testech, které odvodili Hallin,
Paindaveine (2002).
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Interdirekce hloubky δ

Nápad
Tento přístup kombinuje obě výše zmíněné metody. Interdirekce hloubky δ
jsou takové nadroviny v prostoru, které procházejí p body pozorování a
zároveň rozdělují pozorované hodnoty na dvě ”poloviny”. (Nemusíme
nutně uvažovat poloviny, stačí nám, pokud povolíme, že rozdíl mezi
počtem bodů v jednotlivých poloprostorech se liší maximálně o předem
zvolené číslo – δ).
Nebo je možné ukázat, že některé výsledky platí i pro modifikované
Randlesovy nadroviny ve smyslu, že uvažujeme všechny lift-interdirection,
které procházejí dostatečně blízko ke středu rozdělení?
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Značení

Xn = (X1, . . . , Xn) je vzorek, q := (q1, q2, . . . qp),
1 ≤ q1 < q2 < · · · < qp ≤ n, nadrovina Hq je nadrovina procházející body
Xq1 , Xq2 , . . . , Xqn .

δ-hluboká nadrovina
Je každá nadrovina Hq: |

∑n
k=1 Sq(Xk)| ≤ δ, δ ∈ N, kde Sq(Xk) je

znaménko Xk vůči nadrovině Hq.
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Položme
Nδ

n =
∑
q∈Q

I{|
∑n

k=1 Sq(Xk)|≤δ} ≡
∑
q∈Q

wδ
n(q)

a
C̃δ

y1,y2
(Xn) =

∑
q∈Q

wδ
n(q)h(X q),

kde h(X q) = (1 − Sq(y1)Sq(y2)) /2.

Chtěli bychom ukázat, že

Cδ
y1,y2(Xn)

Nδn
→ 1

π
α(y1, y2).
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Pokud uvažujeme

Uε
2 :=

B̃ε
y1,y2

(Xn)
Mεn

kde
Mε

n =
∑
q∈Q

I{∆(Hq,θ)<ε} ≡
∑
q∈Q

vε(q)

a
B̃ε

y1,y2
(Xn) =

∑
q∈Q

vε(q)h(X q).

Pro sféricky symetrická rozdělení s kladnou hustotou okolo středu
rozdělení θ:

lim
ε→0

lim
n→∞

E
B̃ε

y1,y2
(Xn)

Mεn
= 1

π
α(y1, y2).
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Výsledky

Tvrzení
Pokud X1, X2, . . . pochází ze sféricky symmetrického spojitého rozdělení
s kladnou hustotou v okolí středu symetrie θ, potom

E
Cδ

y1,y2(Xn)
Nδn

→ 1
π

α(y1, y2),

kde Cδ
y1,y2(Xn) je počet δ-hlubokých interdirekcí, které oddělují body y1 a

y2 a Nδ
n je počet všech δ-hlubokých nadrovin, které procházejí p body z

pozorování Xn.
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Simulace – Dvouvýběrový
test na shodu parametrů

polohy
Předpokládáme dva nezávislé p-rozměrné náhodné vzorky X A

nA a X B
nB o

velikostech nA a nB, které pocházejí ze dvou elipticky symetrických
rozdělení, která se liší pouze v parametru polohy – θA, θB.

Randles a Peters (1990)
Randles a Peters (1990) představili test založený na Randlesových
interdirekcích. Jako testou statistiku položili:

S = pnAnB
nA + nB

 1
n2

A

nA∑
i=1

nA∑
j=1

cos(βij) + 1
n2

B

nA+nB∑
i=nA+1

nA+nB∑
j=nA+1

cos(βij)

− 2
nAnB

nA∑
i=1

nA+nB∑
j=nA+1

cos(βij)

 .
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Dvouvýběrový test na
shodu parametrů polohy

Randles a Peters (1990)

βij = πCXi−θ̂,Xj−θ̂
(Xn − θ̂)/

(
n

p − 1

)
, i, j = 1, . . . , n,

kde CXi je počet Randlesových interdirekcí ze spojeného vzorku centrovaný
odhadem parametru polohu θ̂ (za platnosti H0).

Odhad parametru polohy
Pro odhad parametru polohy θ̂ jsme využili dvou různých metod – jednou
jsme parametr polohy odhadli jako výběrový střed a podruhé jako
výběrový robustní prostorový medián (Hettemanspeger a Randles (2002))
– testy označme postupně T1 a T2.

Interdirections 18 / 25



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Dvouvýběrový test na
shodu parametrů polohy

Deep Interdirections

βij = πC̃δ
Xi,Xj(Xn)/Nδ

n

V tomto případě jsme využili modifikovanou verzi interdirekcí, a to
takových, kde nepředpokládáme znalost středu rozdělení, využíváme tzv.
interdirekcí hloubky δ.
V simulaci jsme tento test označili jako Tδ

3.
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Simulace

Pro porovnání výše uvedených tří testů T1, T2 a Tδ
3 zobrazíme empirické

síly testů (založené na N = 5 000 nez. experimentech) testu T1 (světle
šedá), T2 (tmavošedá) a Tδ

3 (černá čárkovaná) na hladině α = 0.1
(horizontální černá čárkovaná) pro δ = 2 (Obrázek 1) a pro δ = 4
(Obrázek 2) aplikovaného na dva nezávislé vzorky o stejných velikostech
nA = nB = 15 (Obrázek 1) a nA = nB = 25 (Obrázek 2) pocházející
z dvourozměrných normálních rozdělení (Obrázek 1) a z dvourozměrných
studentovo rozdělení t(1) (Obrázek 2), jejichž parametry polohy se lišily o
(d, d)′, d ∈ {0, 0.1, . . . , 1.0}. Všechny nasimulované varianty byly
ohodnoceny všemi testy (za předpokladu platnosti hypotézy H0) a
postupně s využitím všem možných deseti posunů.
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Porovnání klasických a
modifikovaných

interdirekcí
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A co dál?

Předpokládáme, že stejně jako v dvou výběrovém testu je možné nahradit
Randlesovy interdirekce interdirekcemi hloubky δ v mnoha dalších testech,
které jsou založeny na interdirekcích. Např. v testech pro vícenásobný test
shodnosti parametrů polohy – Um, Randles (1998), pro test nezávislosti
mezi dvěma vektory – Gieser, Randles (1997), testy proporcionality
rozptylu – Ghoush and Sengupta (2001), pro test nezávislosti Hallin,
Paindaveine (2002), Paindaveine (2009) aj. Na druhou stranu, jsou
samozřejmě testy, kde není zapotřebí původní interdirekce nahrazovat –
see, e.g., Hallin, Paindaveine (2002b) and Taskinen and al. (2005).
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