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fakalts v Coskich Budsiovicich MYSLENKA
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Klasické znaménkové a poradkové testy jsou velmi vyuzivané
neparametrické testy v pripadé jednorozmérnych nahodnych veli¢in — lze
tyto testy zobecnit i pro vicerozmérna rozdéleni?

Uvazujeme ndhodny vzorek X, ktery obsahuje n pozorovanf{
Xi, ..., X, € RP sledujici "symetrické” rozdéleni s nezndmym stredem
symetrie 0 C RP.
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SFERICKY SYMETRICKE ROZDELENT

Rekneme, 7e nahodny vektor X sleduje sféricky symetrické rozdéleni
okolo @, jestlize rotace vektoru X okolo stiedu @ rozdéleni nezméni.
Ptesnéji:

X-0<AX-0)

pro vSechny ortonormalni matice A.

| A\

ELIPTICKY SYMETRICKA ROZDELENT

Rekneme, 7e nahodny vektor X sleduje elipticky symetrické rozdéleni
s parametry 6 a ¥, jestlize existuje sféricky symetricky rozdéleny ndhodny
vektor Y takovy:

XZAY 1o,

kde matice Ay je takova, e A'/A = X
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TRI ZAKLADNI PRISTUPY K VICEROZMERNYM

NEPAR.AI\"IETRICKY,'I\H TEST{H\/I
H Puri, Sen (1971);

prostorova znaménka, poradi, Ojiv median — Oja (1999);

interdirekce (interdirections).

INTERDIREKCE

Myslenka pfistupu pomoci interdirekci byla predstavena Randlesem (1989).

Rekneme, Ze nadrovina je interdirekci mezi body y;,y> € RP ve vzorku

X1, Xa,...,X,, pokud tato nadrovina prochazi stredem rozdéleni a dalSimi
p — 1 body z pozorovani X1, Xo, ..., X, a zaroven tato nadrovina oddéluje
body y1 a y>.
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RANDLES (1989): JEDNOVYBEROVY TEST NA POLOHU

ROZDELENT

Nulova hypotéza:
Ho:60=0.

n n
V, = 5 Z Z cos(mpjk),

j=1 k=1
kde

2 n .
Pik = (Cjk+d,,)/<p_1> J# k
= 0 j=k

Cix je pocet interdirekci mezi Xj a Xi; a dj = ((pfl) — (Zj)) /2.
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JEDNOVYBEROVY TEST NA POLOHU ROZDELENT

Nulova hypotéza:
Ho:6=0.

RANDLES (1989)

Jestlize pozorovani pochazi z elipticky symetrického rozdéleni, potom za
platnosti hypotézy Hp plati: V2 — X,% v rozdéleni pro n — co.

JEDNOVYBEROVY TEST NA PARAMETR POLOHY ROZDELENT

Pozdéji Peters and Randles (90), Jan and Randles (94) tyto vysledky
vylepsili, porovnali je s jinymi testy. Hallin a Paindaveine ve ¢lanku z roku
2002 ukazali nové statistiky zaloZené na interdirekcich, ukazali jejich
asymptotické vlastnosti.
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TEST DVOU VYBERU NA SHODU PARAMETRU POLOHY

Randles and Peters (Randles and Peters (90)) uvazovali test s nulovou
hypotézou

H03(91:92

za podminky elipticky symetrického rozdéleni.

VICEVYBEROVY TEST NA SHODU PARAMETRU POLOHY

Pozdéji napf. Um, Randles (98) zobecnili jejich vysledky také pro situaci
vice nez dvou vybér(.

v

NEPARAMETRICKE TESTY NEZAVISLOSTI

V roce 1997 Gieser a Randles predstavili také test nezavislosti mezi vektory
také zalozeny na Randlesovych interdirekcich.
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KrLicovy KROK (HALLIN, PAINDEVIENE (02))

Necht X1, Xs, ... jsou i.i.d. p-rozmérné vektory se sféricky symetrickym
rozdélenim. Oznaéme a(y1, y2) := arccos((yyy2)/(ly1lllly2)) thel mezi
y1, 2 (vaci stredu rozdéleni).

Potom )
()

konverguje v Ly k 7 ta(y1, y2) pro n — oo.

Zalozen na U-statistikach... I
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PROBLEM SE ZNALOSTI PARAMETRU POLOHY ROZDELENT

Vyse uvedené metody predpokladaji znalost stredu rozdéleni, k jejich
realizaci je tedy zapottebi nejprve odhadnout stfed rozdéleni.

Je skutecné nezbytné odhadovat stfed rozdéleni? Nebylo by mozné najit
podobnou techniku, kterd by nepotfebovala znalost stfedu rozdéleni?
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OJA, PAINDAVEINE (2005)

Oja a Paindaveine (2005) predstavili ve své praci tzv. lift-interdirections.
Lift-interdirections jsou zaloZeny na vSech nadrovinach, které prochazeji
p body z pozorovani a oddéluji body y1 a y».

Ukazuji, ze (za predpokladu elipticky symetrického rozdéleni) poradi jejich
lift-interdirections se asymptoticky shoduje s pofadim v Mahalanobisové
vzdalenosti. Ukazali, Ze lift-interdirection spolecné s Randlesovymi
interdirekcemi mohou byt pouzity v testech, které odvodili Hallin,
Paindaveine (2002).
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NAPAD

Tento pristup kombinuje obé vyse zminéné metody. Interdirekce hloubky ¢
jsou takové nadroviny v prostoru, které prochazeji p body pozorovani a
zaroven rozdéluji pozorované hodnoty na dvé "poloviny”. (Nemusime
nutné uvazovat poloviny, sta¢i nam, pokud povolime, Ze rozdil mezi
poctem bodi v jednotlivych poloprostorech se lisi maximalné o predem
zvolené ¢islo — 0).

Nebo je mozné ukazat, ze nékteré vysledky plati i pro modifikované
Randlesovy nadroviny ve smyslu, Ze uvaZzujeme vSechny lift-interdirection,
které prochazeji dostatec¢né blizko ke stfedu rozdéleni?
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Xn - (X17 te 7xl1) .je vzorek, q = (q17 q, ... qp)7
1<qg1 <@g <---<gp<n, nadrovina HY je nadrovina prochazejici body

0-HLUBOKA NADROVINA

Je kazda nadrovina H9: |>°7_; S9(Xk)| < 4, 6 € N, kde S9(Xy) je
znaménko X vici nadroviné HY.
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Polozme

No =D 15 sux|<s) = D Wald)
qeQ qeQ

Y1 Y2 Z W§

qeQ
kde h(X9) = (1 — 5%(y1)5%(y»)) /2.

Chtéli bychom ukazat, ze

Xn) 1
Y1, Y2( -
N‘,S, 71_04()/17)!2)-
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Pokud uvazujeme

By, .y, (Xn)
P Y1,Y>
kde
M, =" Liaegy<e = Y V(q)
qeQ qeQ
a
y17y2 Z \/E
qeQ

Pro sféricky symetricka rozdéleni s kladnou hustotou okolo stredu
rozdéleni 6:
(Xn) 1

lim lim EM = —a(y1,y2)
e—0 n—0o Me, s e
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TVRZENI

Pokud X1, Xs, ... pochazi ze sféricky symmetrického spojitého rozdéleni
s kladnou hustotou v okoli stfedu symetrie 6, potom

a (X)) 1
E_YL.Y2 i =
N?; Wa(ylay2)’

kde CYYS17Y2(X") je pocet d-hlubokych interdirekci, které oddéluji body y; a

yo a IV‘,;, je pocet vsech d-hlubokych nadrovin, které prochazeji p body z
pozorovani X,.
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Ptredpokladame dva nezévislé p-rozmérné nahodné vzorky X,’fi\ a X,i o
velikostech na a ng, které pochézeji ze dvou elipticky symetrickych
rozdéleni, ktera se lisi pouze v parametru polohy — 04, 0.

RANDLES A PETERS (1990)

Randles a Peters (1990) pfedstavili test zalozeny na Randlesovych
interdirekcich. Jako testou statistiku polozili:
pnang nap na nap+ng na+ng
e D cos(B) t > Y cos(By)
A B\ A i=1 j=1 B i=nap+1 j=na+1
nap na+ng
23S cos(t)
nAnB i=1 j=na+1
v
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RANDLES A PETERs (1990)
2 n ..
B’J = ﬂ-CXf—an—/é(X" - 9)/ p— 1 y b= 17 -, N,
kde Cx; je pocet Randlesovych interdirekci ze spojeného vzorku centrovany
odhadem parametru polohu 6 (za platnosti Hp).

| A\

ODHAD PARAMETRU POLOHY

Pro odhad parametru polohy 0 jsme vyuzili dvou riiznych metod — jednou
jsme parametr polohy odhadli jako vybérovy stfed a podruhé jako
vybérovy robustni prostorovy median (Hettemanspeger a Randles (2002))
— testy oznaCme postupné Ty a To.
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BT s DVOUVYBEROVY TEST NA
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B = 7 C, (%) / N

V tomto pripadé jsme vyuzili modifikovanou verzi interdirekci, a to
takovych, kde nepredpokladame znalost stredu rozdéleni, vyuzivame tzv.
interdirekci hloubky 6.

V simulaci jsme tento test oznadili jako Tg
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Pro porovnani vyse uvedenych t¥i testl T1, T a Tg zobrazime empirické
sily testil (zalozené na N =5 000 nez. experimentech) testu Ty (svétle
$ed4), T (tmavoedd) a T3 (Cernd arkovana) na hladiné o = 0.1
(horizontalni ¢erna ¢arkovana) pro § = 2 (Obrazek 1) a pro § =4
(Obrazek 2) aplikovaného na dva nezavislé vzorky o stejnych velikostech
na = ng = 15 (Obrazek 1) a np = ng = 25 (Obrézek 2) pochazejici

z dvourozmérnych normalnich rozdéleni (Obrazek 1) a z dvourozmérnych
studentovo rozdéleni t(1) (Obrazek 2), jejichz parametry polohy se lisily o
(d,d)’, de{0,0.1,...,1.0}. VSechny nasimulované varianty byly
ohodnoceny viemi testy (za pfedpokladu platnosti hypotézy Hp) a
postupné s vyuzitim vSem moznych deseti posuni.
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Predpokladame, Ze stejné jako v dvou vybérovém testu je mozné nahradit
Randlesovy interdirekce interdirekcemi hloubky § v mnoha dalSich testech,
které jsou zaloZeny na interdirekcich. Napf. v testech pro vicendsobny test
shodnosti parametri polohy — Um, Randles (1998), pro test nezavislosti
mezi dvéma vektory — Gieser, Randles (1997), testy proporcionality
rozptylu — Ghoush and Sengupta (2001), pro test nezavislosti Hallin,
Paindaveine (2002), Paindaveine (2009) aj. Na druhou stranu, jsou
samoziejmé testy, kde neni zapotrebi pivodni interdirekce nahrazovat —
see, e.g., Hallin, Paindaveine (2002b) and Taskinen and al. (2005).
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