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Filtracni uloha

UvaZzujme dynamicky proces
Ui = M(yj), Jj€No

@ u; € RP pro v8echna j
@ Uy ~ Np(0,Cp), kde Co znamé

K dispozici mame pozorovani
yj = U]' + 75]7 gj ~ Np(OaI)»

kde Sum ¢&; je nezavisly na up. Koeficient v zname.

Cilem filtrace je aproximovat rozdeéleni P(uj|y1,...,y;) v
kazdém ¢asovém kroku.



Ensemblovy Kalmanav filtr

@ generovani pocateéniho ensemblu
08 Np(0,Co), k=1,...,K
Q predpovéd:
F(k) _ A(k) P
Vit —M<vj ), j=0,1,2 ...

© pozorovani:

K
Yis1 = Uit +7 (§j+1 + §}+)1> ; §j+1,§,-(f)1 ~ Np(0,1)

Q analyza:
Alk) _ [ F(k) F(k) (k)
Vie =iy = Gl (C/+1 T I) (V/+1 - y/+1>

kde Cf, ; odhad kovariance zalozeny na {v /+1 YK



Ensemblovy Kalmanav filtr

Pozorujeme-li cely stav, Ize analyzu zapsat ve tvaru
(Kelly et al. 2014)

-2 A(k ) k
( + C/+1> /+(1)_V/+(1)+7 C/+1y/(+3,

ktery umoznuje nasledujici rozbor stability.



Odhady kovariance pro EnKF

Klicovym prvkem analyzy je odhad kovariancni matice CjF .
Problémem je, ze p >> K.

@ vybérova kovariance S (z ensemblu)
@ shrinkage odhad:

C=aS+(1-a)T, foracl0,1]

(pro velkou dimenzi viz (Nino-Ruiz, Sandu 2015),
(Touloumis 2014))

@ vhodné zvoleny parametricky model:

C =1(0)



Konvergence EnKF

K — cprokazdéj a j— oo

@ pro kone¢nou dimenzi: (Le Gland et al. 2011), (Le Gland et
al. 2011), (Mandel et al. 2011) - empirické rozdéleni Clenl
ensemblu konverguje k rozdéleni odpovidajicimu KF

@ nezavisle na dimenzi: (Kasanicky, Mandel 2017),
(Kwiatkowski, Mandel 2015) - pramér a vybérova
kovariance ensemblu konverguji (v LP,1 < p < o) ke
stredni hodnoté a kovarianci odpovidajici KF

K pevné, j — oo:
@ pro Navier-Stokesovy rovnice: (Kelly et al. 2014) - chyba
E \vj(k) — u;|? neroste rychleji nez exponencialng, ale je
pfimo umérna K



Stabilita pro obecny kovarianéni model

OznaCme e](k) _ VjA(k) _y

Theorem

Uvazujme EnKF algoritmus a predpoklady z tvodu. Dale
predpokladejme, Ze |IM(x) — M(y)| < m|x — y|, Vx,y € RP.
Pak pro libovolny odhad kovariance C plati:

( |
<

2(j—1) _
1m max tr(ECF) vj>1.

(K12 « m2iE|efi2 L
E|ej\_m Eley’| B pP— i

@ kvadraticka odchylka neroste rychleji nez exponencialné
@ nezavisle na dimenzi a rozsahu ensemblu
@ roli nehraje ani rozptyl chyb pozorovani



Jednoparametricky kovarianéni model

Uvazujme kovarian¢ni model

F

@ A; € R{ je parametr
@ D je vhodné zvolena diagonalni matice

Pokud by byl ensemble iid a s normalnim rozdélenim, pak A;
Ize odhadnout metodou maximalni vérohodnosti:

~ 1 .
A= pelD P s,

kde Vf = <ij(1), cey V,-F(K)> je matice ensemblovych ¢lenu.

V praxi ensembl neni iid, ani normalné rozdéleny.



Stabilita pro jednoparametricky kovarianéni model

Pro kovariantni model Cf = AD, kde 4, je MLE, plati:

m? + 0y~ —1
m+60—-1 =1,

E‘e}k)‘z < (m2+9)jE’e(()k)‘2+9(

pro véechna j > 1, kde = 1 trD|D~Y/2 M2, pficemz |D~"/2 M|
je Lipschitzovskéa konstanta operatoru D~1/2 M.

Kdy je E |uj|? < oo:
@ pro linearni systémy je E |u;|? < m'Cqy
@ pro nékteré dynamické systémy je E |u;|?> omezené, nebot
existuje omezena absorb&ni mnozina (Temam 1997).



Poznamka

Podminka, Ze pozorujeme cely stav je pro stabilitu kliCova.

V (Kelly et al. 2015) je pfiklad specialni zkonstruovaného
observacniho operatoru, kde v kone¢ném Case dochazi k
divergenci, ackoli pro dynamicky model existuje omezena
absorb&ni mnozina.
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