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Čím sa zaoberáme

Kriging

časové rady (ČR)
modelovanie pomocou dostatočne všeobecnej a širokej triedy
lineárnych regresných modelov (LRM)
v našom výskume trieda FDSLRM (Štulajter 2002-2003)
hlavná myšlienka – nájdenie najlepšej lineárnej nevychýlenej predikcie
(BLUP)
rôzne výskumné problémy: modelovanie, odhadovanie variančných
parametrov, vplyv odhadov na prediktory, kvalita predikcií, ...
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Čím sa zaoberáme

Definícia(FDSLRM)

Model časového radu X (.) nazývame lineárny regresný model s konečným
diskrétnym spektrom (FDSLRM), ak X (.) má tvar

X (t) =
k∑

i=1

βi fi (t) +
l∑

j=1

Yjvj(t) + w(t); t = 1, 2, . . . ; k , l ∈ N0,

kde β = (β1, β2, . . . , βk)′ z Ek je vektor regresných parametrov,
Y = (Y1,Y2, . . . ,Yl )

′ je náhodný vektor so strednou hodnotou E{Y } = 0 a
kovariančnou maticou Cov {Y} = diag(σ2j ) z El×l so σ2j ≥ 0; j = 1, 2, . . . , l ,
fi (.); i = 1, 2, . . . , k a vj (.); j = 1, 2, . . . , l sú reálne funkcie definované na E1,
w(.) je biely šum nekorelovaný s Y a s disperziou D {w(t)} = σ2 > 0.
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Definícia a vlastnosti LCNE

zavedenie všeobecnejšej triedy odhadcov – lineárna kombinácia NE
(LCNE) definícia NE

Definícia (Lineárna kombinácia NE)

Nech platia predpoklady definície NE. Lineárnou kombináciou NE, v skratke
LCNE, budeme rozumieť výraz v tvare

∗
σ2

j (X ) = aσ̆2
j (X ) + bσ̆2(X ), a, b ∈ E1

kde σ̆2
j (X ), σ̆2(X ) sú príslušné NE.

doterajší MNŠ odhadcovia vo FDSLRM – špeciálne prípady LCNE
definícia DOOLSE, MDOOLSE
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Definícia a vlastnosti LCNE

Veta (vlastnosti LCNE)

Majme lineárnu kombináciu NE v tvare
∗
σ2

j (X ) = aσ̆2
j (X ) + bσ̆2(X ), a, b ∈ E1.

Potom títo odhadcovia sú invariatné kvadratické formy s nasledujúcimi
štatistickými vlastnosťami:

(i) Eν{
∗
σ2

j (X )} =
[
b + aW−1

jj

]
σ2 + aσ2

j

(ii) Dν{
∗
σ2

j (X )} = 2a2
[
σ2

j + σ2W−1
jj

]2
+ 2b2

n−k−l σ
4

(iii) Covν{
∗
σ2

i (X ),
∗
σ2

j (X )} = 2ac
[
σ2W−1

ij

]2
+ 2bd

n−k−l σ
4;

∗
σ2

i (X ) = cσ̆2
i (X ) + d σ̆2(X ), i 6= j

(iv) MSEν{
∗
σ2

j (X )} = a2W−2
jj σ

4 + 2a2
[
σ2

j + σ2W−1
jj

]2
+ 2b2

n−k−l σ
4

dôkaz s využitím známych vlastností NE (Hančová, 2008) a operátorov
E{.}, D{.},Cov{.}
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Definícia a vlastnosti LCNE

Veta (pravdepodobnostné rozdelenie LCNE)

Nech X je pozorovanie gaussovského FDSLRM. Potom LCNE s parametrami
a, −b (a, b > 0) má rozdelenie GDD(α1, β1, α2, β2) s nasledovnými parametrami

α1 =
1
2
, β1 =

1
2a(σ2W−1

jj + σ2
j )
, α2 =

n − k − l
2

, β2 =
n − k − l
2bσ2 .

GDD

dôkaz s využitím lemy a projekčnej teórie v maticových (Hilbertových)
priestoroch

Lema

Nech X ∼ N(Fβ,Σ) a spĺňa lineárny regresný model v tvare X = Fβ + ε, kde
E {ε} = 0, Cov {ε} = Σ a nech X ′AX je invariatná kvadratická forma (AF = 0).

Potom X ′AX ∼ Γ

(
r(A)

2
,
1
2c

)
práve vtedy, keď AΣAΣ = cAΣ.

rozdelenia MNŠ odhadcov (NE, MNE, DOOLSE, MDOOLSE) ako dôsledky
vety ďalšie rozdelenia
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ortogonálny FDSLRM: F′V = 0, V′V je diagonálna matica

Veta
V ortogonálnom FDSLRM platia pre odhadcov variančných parametrov
tieto vzťahy:

DOOLSE = MINQUE(I), MDOOLSE = MINQUE(U,I).

dôkaz s využitím maticovej algebry, projekčnej teórie v Hilbertových
priestoroch
rozdelenia pravdepodobnosti pre MINQUE(I) a MINQUE(U,I)
vo FDSLRM ako dôsledky našej vety
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Numerické prístupy pre GDD

tri spôsoby numerického výpočtu distribučnej funkcie GDD:

1 numerická integrácia integrálu distribučnej funkcie

2 numerická aproximácia pomocou váženej sumy χ2 rozdelení

3 Monte Carlo simulácie (Gajdoš, Hančová, Hanč 2017)

aplikácia odvodenej teórie a navrhnutých numerických prístupov
(problém výskytu záporných odhadov variancií)

numerická/simulačná štúdia založená na prevzatých dátach (Štulajter,
Witkovský, 2004)

pravdepodobnosti, kvantily, intervaly spoľahlivosti
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Numerické prístupy pre GDD

24 hodinové pozorovanie X spotreby el. energie v obchodnom dome
(Štulajter & Witkovský, 2004):

Xm = α +
m∑

i=1
(βi cosλi t + γi sinλi t) +

3−m∑
j=1

(Yj cosλj t + Zj sinλj t) +

+ w(t); λi , λj ∈ E1, m ∈ {0, 1, 2, 3}
štyri FDSLRM dizajny na základe spektrálnej analýzy ČR
(R Core Team, 2018)
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Numerické prístupy pre GDD

A. Gajdoš (PF UPJŠ) 25.1.2018 10 / 13



Numerické prístupy pre GDD
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Numerické prístupy pre GDD

model m = 0 m = 1 m = 2

odhad DOOLSE MDOOLSE DOOLSE MDOOLSE DOOLSE MDOOLSE

σ21
σ22
σ23
σ24
σ25
σ26

0.073
0.065
0.131
0.168
0.328
0.164

0.075
0.067
0.135
0.173
0.337
0.168

0.124
0.159
0.313
0.155
×
×

0.135
0.173
0.337
0.168
×
×

0.299
0.148
×
×
×
×

0.337
0.168
×
×
×
×
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Význam a prínos výsledkov

zavedenie všeobecnejšej triedy odhadcov variančných parametrov
vo FDSLRM
odvodenie momentových charakteristík a rozdelení pravdepodobnosti
pre LCNE
možnosť všeobecnejšie skúmať odhadcov i empirické prediktory
vo FDSLRM
navrhnuté a implementované numerické prístupy pre GDD
exaktná kvantifikácia problému výskytu záporných odhadov
vo FDSLRM
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Vďaka za pozornosť
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Definícia (NE), Hančová (2008)

Uvažujme pre pozorovanie X ČR X (.) CLRM. Odhadca
ν̆(X ) = (σ̆2(X ), σ̆2

1(X ), . . . , σ̆2
l (X )) sa nazýva prirodzený odhadca, ak:

σ̆2(X ) =
1

n − k − l
[X − Fβ̂(X )−Vŷ(X )]

′
[X − Fβ̂(X )−Vŷ(X )],

σ̆2
j (X ) = ŷj(X )2, j = 1, 2, . . . , l ,

kde (β̂(X ), ŷ(X ))
′

= (β̂1(X ), . . . , β̂k(X ), ŷ1(X ), . . . , ŷl (X ))
′
je odhad

regresného parametra (β, y)
′ ∈ Ek+l metódou najmenších štvorcov.

späť
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Definícia (DOOLSE, MDOOLSE), Štulajter, Witkovský (2004)

Nech je daný lineárny regresný model

X = Fβ + ε; F ∈ En×k ,β ∈ Ek ,E{ε} = 0,Cov{X} = E{εε
′
} = Σ,Σ ≥ 0,

ktorého kovariančná matica Σ = Σν ; ν ∈ Υ ⊂ El , je parametrizovaná pomocou
parametra ν. Pre ľubovoľnú realizáciu x vektora X sú definované odhady
DOOLSE a MDOOLSE parametra ν nasledovne:

DOOLSE ν̃(x) = arg min
ν∈Υ
‖S(x)− Σν‖2,

MDOOLSE ν̇(x) = arg min
ν∈Υ
‖S(x)−MFΣνMF‖2,

kde matica S(x) je daná S(x) = (x − Fβ̂)(x − Fβ̂)
′
; MF = I− F(F

′
F)
−1

F
′
; x je

realizácia X a β̂ je odhad parametra β metódou najmenších štvorcov (OLSE)

β̂(x) = arg min
β∈Ek
‖X − Fβ‖2.

späť
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Gama rozdielové rozdelenie – GDD(α1, β1, α2, β2), Klar (2015)
hustota rozdelenia

f (z) =

{
ceβ2z ∫∞

z xα1−1(x − z)α2−1e−(β1+β2)xdx , z > 0
ce−β1z ∫∞

−z xα2−1(x − z)α1−1e−(β1+β2)xdx , z < 0
; c =

βα1
1 βα2

2

Γ(α1)Γ(α2)

f (z) =


c̃

Γ(α1)
z

α1+α2
2 −1e

β2−β1
2 zWα1−α2

2 ,
1−α1−α2

2
((β1 + β2)z), z > 0

c̃
Γ(α2)

(−z)
α1+α2

2 −1e
β1−β2

2 (−z)Wα2−α1
2 ,

1−α1−α2
2

((β1 + β2)(−z)), z < 0

c̃ =
βα1
1 βα2

2

(β1 + β2)
α1+α2

2
Wk,m – Whittakerova funkcia

momentová vytvárajúca a distribučná funkcia

MX (t) =

(
1− t

β1

)−α1(
1 +

t
β2

)−α2

, |t| < min{β1, β2}

F (t) = d
∫ ∞

max{0,−t}
xα2−1e−β2xγ(α1, β1(x + t))dx , t ∈ E

stredná hodnota a disperzia

µ =
α1

β1
− α2

β2
, σ2 =

α1

β21
+
α2

β22
späť
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NE
σ̆2(X ) ∼ Γ

(
n − k − l

2
,
n − k − l

2σ2

)
σ̆2j (X ) ∼ Γ

(
1
2
,

1
2(σ2W−1jj + σ2j )

)
MNE
σ̌2(X ) ∼ Γ

(
n−k−l

2 , n−k−l
2σ2

)
σ̌2j (X ) ∼ GDD(α1, β1, α2, β2)

s parametrami α1 = 1
2 , β1 = 1

2(σ2W−1
jj +σ2

j )
, α2 = n−k−l

2 , β2 = n−k−l
2σ2W−1

jj
DOOLSE
σ̃2(X ) ∼ Γ

(
n−k−l

2 , n−l
2σ2

)
σ̃2j (X ) ∼ GDD(α1, β1, α2, β2)

kde α1 = 1
2 , β1 = 1

2(σ2/‖v j‖2+σ2
j )
, α2 = n−k−l

2 , β2 =
(n−l)||v j ||2

2σ2

MDOOLSE
σ̇2(X ) ∼ Γ

(
n−k−l

2 , n−k−l
2σ2

)
σ̇2j (X ) =∼ GDD(α1, β1, α2, β2)

kde α1 = 1
2 , β1 = 1

2(σ2/‖v j‖2+σ2
j )
, α2 = n−k−l

2 , β2 =
(n−k−l)‖v j‖2

2σ2
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