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Vysoko dimenzionálny lineárny zmiešaný model (LMM)

Y = X β + Z u + ε

kde
Y je n× 1 vektor pozorovaní,
X je n× p matica regresorov,
β je p× 1 vektor neznámych pevných efektov,
Z je n× q matica prediktorov,
u je q× 1 vektor náhodných efektov z rozdelenia N (0,D),
ε je n× 1 vektor chýb z rozdelenia N (0,R = σ2

εI) a je
nezávislý od u.
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Vysoko dimenzionálny lineárny zmiešaný model (LMM)

Y = X β + Z u + ε

p >> n >> q
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Výber premenných

Predpoklad:

• len malá skupina všetkých p regresorov (z matice X)
ovplyvňuje pozorovania Y (len malá množina skutočných
efektov β0 je nenulová). Túto podmnožinu označme S0 a nech
s0 = |S0|;

• všetky q prediktory (z matice Z) ovplyvňuje pozorovania Y, ale
efekt niektorých prediktorov môže byť malý.

Našim cieľom je odhadnúť S0.
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Motivácia

LMM dovoľujú lepšie špecifikovať kovariančnú štruktúru
modelov, čo umožňuje lepšie popísať vzťahy v dátach.

Napríklad:
• populačná štruktúra,
• rodinné vzťahy.

Toto môže byť užitočná napríklad v Genome-wide association
studies (GWAS).
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Existujúce metódy

• LMMLASSO
• LASSOP

ℓ1 penalizované odhady odvodené metódou maximálnej
vierohodnosti

(β̂, D̂, σ̂2) = argmin
β,σ2>0,D≻0

[
1

2
log |(ZDZT + R)|+

+
1

2
(Y− Xβ)T(ZDZT + R)−1(Y− Xβ)+

+λ∥β∥1]
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Konvexná metóda - LMMconvexLASSO

(β̂, û) = argmin
β,u

∥Y− Xβ− Zu∥22 + λ∥β∥1 +Λ

q∗∑
i=1

wi∥ ui ∥22

 ,

Podmienka:

q+ sλ0,Λ < n
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Voľba váh

wi =
1− θi

qi
,

θi =

∑ q
i

i=1 |ρ( Zui (:,i), Y)|

qi
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Vybratá množina regresorov

{i : β̂
∗
i ̸= 0 pre i = 1, 2, . . . , p}

kde β̂
∗
i je odhad pomocou danej metódy.
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Znamienková konzistencia

lim
n→∞ P(β̂

n
(λn, Λ) =s β

0) = 1,

kde β̂
n
(λn, Λ) =s β

0 znamená sign(β̂
n
(λn, Λ)) = sign(β0).

Navrhnutá metóda je znamienkovo konzistentná pre postupnosť
λn spĺňajúcu λn/n → 0 a λn/n

1+c
2 → ∞, kde 0 ≤ c < 1 za

predpokladu konečných variančných matíc χ1 a χ2 a platiacej
irrepresentable condition. Zároveň platí:

P(β̂(λn) =s β
0) = 1− o(e−nc

)
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Simulačná štúdia

• n = 200

• p = 5000

• q = 40

• MaticaD je diagonálna s dvoma varinčnými komponentami
σ2
1 = 1.2 a σ2

2 = 0.8, σ2
ε = 0.2.

• Prvých s0 = 5 regresorov je významných s efektom jedna.
• Obe matice X aj Z sú generované z rovnomerného rozdelenia
a znormované tak aby mal každý stĺpec jednotkovú dĺžku.

Pre každú metódu budeme sledovať v koľkých zo sto prípadov
nám daná metóda poskytne aspoň pre jeden parameter (skupinu
parametrov) práve množinu S0.
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D

• V prvom prípade bude kovariančná matica diagonálna s
jednotkami na diagonále.

• V druhom prípade bude kovariančná matica diagonálna s
dvoma časťami σ2

1 = 1.2 a σ2
2 = 0.8.

• V ďalšom prípade bude kovariančná matica blokovo
diagonálna s diagonálou ako v predchádzajúcom prípade a
prvky pod a nad hlavnou diagonálou budú mať hodnotu 0.2.

• V ďalšom prípade budú na prvých troch vedľajších
diagonálach postupne hodnoty 0.3, 0.2 a 0.1.

• V poslednom prípade budú oba bloky obsahovať plné matice
s hodnotou 0.2mimo diagonály.
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