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Signal

e necht {X;,t=0,1,...} je Markovsky retézec se spojitou mno-
zinou stavl X € R"**, n, € N.

e pravdépodobnostni chovani MR je dano specifikaci pocatec-
niho rozdéleni Xy pomoci prislusné hustoty pq

e mnozinou prechodovych jader K;_j(dx¢|zi_q)
s hustotami K;_q(z¢|xy_1) pro t=1,...T.



Pozorovani

e Observacni proces {Y,t=1,2...}, Yy € R™
urcen pomoci funkce h; na zakladé hodnot signalu
a dale se predpoklada zaSumeéni aditivnim Sumem
formalné je observacni proces definovan:

Yt:ht<Xt>+‘/;fa t>0

V¢ je sum, tj. nahodna veliCina o0 znamé hustoté g;.



Uloha filtrace

e evoluce signalu a observacniho procesu:

Xg — X4 — ... =& Xt —...
\ \ \
Y1 Yt

e filtraCni uloha spociva ve stanoveni podminéného rozdéleni
Px,|v,, aktualniho stavu signalu X; na zakladé pozorované
historie Y1 =vy,..., Y =y

e specialné pouze stanoveni moment tohoto podminéného
rozdélent [ f(X¢)dPx,y,,



1D - Gaussovsky linearni proces

1D - Gaussovsky linearni signal/observacni proces

Xe=aXiy_1+b+cWy, Ye=hXy+gV, t2>1.

a,b,c, h,g realné parametry, c,g > 0
X, W1, V1, Wo, Vo ... 1D - normalné rozdéelene n.v.
Xo ~ N(pg,03), ostatni i.i.d.  ~ N(0,1)

{Xt,t > 0} Gaussovsky Markovsky retézec



1D - Gaussovsky proces, filtraCni uloha

e filtraCni rozdéleni - podminéna rozdéleni: PXt|Y1-t

e rozdéleni jsou normalni, tj. urCena odpovidajicimi momenty
(int. charakteristikami):

pe = E[X¢| Y7
67 = E[(Xy — pe)? | Vi)

e analytické reseni ve formeé rekurencCnich rovnic



1D - Kalmanuav filtr

e 1D - Kalmanuav filtr

o S, 9P G aohly: = bh) + vy

Ht V2 V2 vt v? h26%_1a2+'v2 ’
4 52 2,2

6? _ 9 a2 t—1 +9

v? h26%_1a2 + ? v?

pro v’ = c?h? + g%, = pg, 60 = oy



FiltraCni rozdéleni

e sdruzené rozdéleni signalu a pozorovani ma tvar

t

p(xo., y1:¢) = polzo) | 9x(vrler) Ki_1(zg|zp_1)-
b1

kde gk(ykk%) = gk(yt — ht(xt))-

e filtraCni hustota - odpovida podminéné hustotou p(x0:t|y1;t)

. fp(xO:ta yl:t) dry¢—1
p<wt|ylzt> —
fp(w();t, yl:t) dx().¢

e filtraéni rovnice

p($t|y1:t—1) = /Kt—1($t|$t—1)p(wt—1|y1:t—1)di’?t—h

p($t|y1;t) _ gt(yt|xt) p(a:t|y12t—1) , teN
| 9t(yt|zt) p(xt|yr.e—1) doy




Casticovy filtr

e sekvencCné generuje empirické miry approximujici filtraCni roz-
déleni

i (dz) = Px,y;., = p(@t|y1) do

e aproximujici empiricka mira ma tvar vazeneho souctu Dira-
v X S and i< Lo (70 AN
kovych mér zalozeném na nosiCi {w(z}),z}}*
n n

A (der) = Y w(al) dy(dwe), Do w(w)) =1

i=1 1=1

e resampling: uniformé vazena verze empirické miry zalozena
na nosiCi {1/n,z;}* |, ktery vznika z {w(z}), T}}"

n

1
W?(d$t> = 5 Z 5$%(dibt)
1=1



Casticovy filtr - algoritmus

e 0. deklarace:
n - pocCet vzorkd,
T - vypocetni horizont,
po(xp) - hustota pocatecniho rozdéleni my ~ X,
Ki_1(x¢|xi—1), t=1,...T, - podminéné prechodové hustoty

e 1. inicializace:
t =0,
vzorkovani {z{ ~ py(dzg)}
sestaveni emp. miry @l(dxg) = + X7, i (dzp),

pFifazeni n/}(dxzy) = 7#l}(dzg), i.e., {z} =T} ;.



e 2. importance sampling:
t=1t+1,
vzorkovani {zt ~ Ky_1(dz¢|zt )},
pro ¢+ = 1:n vypocet vah

3(z) = gt(yr — ht(Ti))
> gty — he(Th))’

sestaveni emp. miry 77 (dazy) = Y0 w(w)) 6_j(day).
t
e 3. resampling

prevzorkovani {1/n,zi}? ; z {w(z 35) T
a sestaveni emp. miry 7' (dxy) = —Z? 15 (d:z:t)

o 4. pokud ¢t =T konec, jinak navrat do kroku 2.



Konvergence Casticového filtru

Veéta. Necht 7', ¢ > 1 je posloupnost empirickych mér genero-
vanych casticovym filtrem a o, t > 0 je posloupnost prislusnych
teoretickych distribuci. Pak, pro vSechna t > 1 a f € C, plati

2 2
]EHW?]C _7th|2] < Ct||f||oo

Dutikaz. Doucet et. al. SMC Methods in Practice, Springer 2001.



Multinomialni resampling

vychozi stav {w;,z;}i* ;, odpovidd empirické mife 7}*(dx)

vybér z vracenim z {z;}!' ; s pravdépodobnostmi {p; = w;}
ziskame novy soubor {z;}" |, konstruujeme

T (dx) = Z 6z;(dx)

hodnoty duplikaci (Ny,..., Np) ~ M(n,wi,...,wy)

vlastnosti pro f € Cy

E|[ fe)nf(do)] =B | -3 fla)| = S wif(e) = [ f(a) 7 (d

. . )
1 n
Var E Z f(wz> = Z wzf2 wz (Z wzf Ly )



Residualni resampling

e vychozi stav {w;,Z;}!' ;, odpovida empirické mire 7}*(dx)

1. R=31", | nw; |

— nw; — | Nw;
2. w; = %n—I_R ZJ

3. (Nla ce ,Nn) ~ ./\/l('n — R,wq, ... ,@n)
4. N, = anzj —|—N,L' = {azi}?zl
e vlastnosti pro f € C
P _ i
el s - JECEC
R | anlj n—Ro_
Var ng(a:z) = {Z w; f2(;) (Z - ZUMf(%)
| =1 i )




Stratifikovany resampling

e vychozi stav {w;,z;}}' ;, odpovida empirické mire 7}*(dx)

1. Djpp(u) =1 jestlize u € (Zi-j wj, 23-:1 w;]

J

2. (0,1]=(0,1/n]U---U({n—1}/n,1]
3. U'~ R({n —1}/n,1]
4. x; =xp, (U, Pro 1=1,...,n

e vlastnosti pro f € C,

E|LY fa)| = [ fla)apan)

Var gzn:f(xz) = :L{zn:wzfQ(%)



ZavereCné poznamky

reziduani a stratifikovany sampling maji mensi rozptyl nez
standardni multinomialni verze

konvergence filtru pro vsechny tri verze

jadrové odhady filtracnich hustot?

konvegence jadrovych odhad( hustot filtraCnich rozdéleni
(D. Coufal. Kernel methods in particle filtering, to appear in Kybernetika)

rychlost konvergence v zavislosti na verzi resamplingu



Dékuji za pozornost !l



