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Analyza preziti

@ Pozorujeme i =1, ..., njedinc.

@ 7;: Casy selhani
C;: Casy cenzorovani - nezavislé na 7;
T; = min(T;, C;): konec pozorovani
A; = I(T; < C;): indikator necenzorované udalosti
Z;: regresory.

@ 7 nezavislé, spojité, s hustotami fi(t), distribu€nimi funkcemi
Fi(t), funkcemi preZiti S;(t) =1 — F(t), rizikovymi funkcemi

<T; P>
o(t) = fim PUETSEENT2D,
-0+

a kumulovanymi rizikovymi funkcemi A;(t) = fot aj(s)ds.

@ Chceme rozumny popis zavislosti doby do selhani na
regresorech.



AFT - model zrychleného ¢asu

@ Accelerated Failure Time - AFT, Buckley & James (1979):
Iog77:—Z,Tﬂ+e,, € ~1i.i.d.

@ Vnitfni ¢as kazdého jedince plyne rychleji nebo pomaleji nez
pozorovany, v zavislosti na hodnotach regresoru.

@ Mlzeme si pfedstavit jako transformaci ¢asu mezi pozorovanym
a virtudlnim ¢asem
V4Nc]
t— tei”.

@ Rizikova funkce . .
aj(t) = 671 Pag(te% P),

kde ay(t) je zakladni rizikova funkce odpovidajici exp(e;).

@ Pro Weibullovo zakladni rozdéleni je AFT shodny s Coxovym
modelem (Cox, 1972).



Data dle AFT modelu - virtualni a skute¢ny cas preziti

data from the AFT model (+) and log(T) (x - failure, o — censoring)



AFT - moznosti inference

Jak odhadnout parametry 87

(a vyhnout se parametrizovani zakladniho rizika)
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Jak odhadnout parametry 87
(a vyhnout se parametrizovani zakladniho rizika)
@ Metoda maximalni vérohodnosti + Citaci procesy (Tsiatis, 1990).

@ Metoda nejmensich ¢tvercd + korekce pro cenzorovana
pozorovani (Buckley & James, 1979).



AFT - moznosti inference

Jak odhadnout parametry 87
(a vyhnout se parametrizovani zakladniho rizika)
@ Metoda maximalni vérohodnosti + Citaci procesy (Tsiatis, 1990).

@ Metoda nejmensich ¢tvercd + korekce pro cenzorovana
pozorovani (Buckley & James, 1979).

Existuje mezi témito metodami spojitost?



Metoda | - Maximalni vérohodnost a Citaci procesy

Data Ize pfepsat pomoci itacich procesu na transformované skéle:

o Ni(t,8) = Ail(e%/PT; < t) indikator necenzorované udalosti do
¢asu t,

e Yi(t,B) = I(eszBT/ > t) indikator, zda je v Case t jedinec jesté
V riziku.

Pro kumulativni zakladni rizikovou funkci pak Ize pouzit
Nelson-Aalenlv odhad:
" _dN;(s.B)

A= | = Vois. )



Metoda | - Maximalni vérohodnost a Citaci procesy

Vérohodnost ma ¢asti pro necenzorované a cenzorované udalosti:

n

(T2 (Si(T)' = = [J(i(Ti)™ exp(—Ai(T3))

1 i=1

L:

—.

Logaritmujeme, dosadime rizikovou funkci z AFT modelu

a prepiSeme pomoci Citacich procesu. Derivujeme, ziskame skore.
Misto neznamé zakladni rizikové funkce dosadime jeji odhad.
Dostaneme

s =S [ YR Yt BZkN
03 =3 [ wite) (2 S TR ) o),

kde wo(s) = (1 + 'Zl(g)), coz se tézko odhaduije.

@ Misto wy Ize pouzit pro odhad libovolnou funkci s rozumnymi
vlastnostmi, napf. w;(t) = 1 (Tsiatis, 1990).

@ Odhady ziskame minimalizaci || U(83)]|.

@ Plati v/n(B — B,) — N (0, %), rozptyl zavisi na pouZité vahové
funkci w(t).




Metoda Il - Linearni regrese s updatovanou odezvou

@ AFT model je modelem cenzorované linearni regrese.

@ Pro jednoduchost zavedme Y; = log 7; pro skute¢na data a
Y; = log T; pro cenzorovana.

@ Ziskame bézny model
yl' = _z/T/B + €,

ve kterém navic uvazujeme absolutni ¢len a nulovou stfedni
hodnotu odchylek ;.

@ Kdybychom neuvazovali cenzorovani, odhadli bychom
/6 — _(ZTz)f1zTy_

@ Misto cenzorovanych pozorovani pouzijeme jejich odhad
(Buckley & James, 1976).



Metoda Il - Linearni regrese s updatovanou odezvou

Uvazujme regresni rezidua
r=Yi+2Z/B.

Pro cenzorovana pozorovani neposkytuji aproximaci odchylek ;
protoze jsou systematicky niz8i. Pouzijeme korekci

ri = A+ (1 — A)E(ele > 1),
kde E(ele > r;) odhadneme jako

Z/:rpri Al'r/'df:o(rj)
1— Fo(n) .
Zde Fy je Kaplan-Meier(iv odhad distribuéni funkce zakladniho

rozdéleni A
2 n — rank(r;) /
Fo) =1 TT (7 i 07)
st n— rank(r) + 1

E(e|e >r) =

Tim Ize odhadnout skute¢né doby udalosti jako
V= Y; non-cens.
P71 -Z/B+rr cens.



Metoda Il - Linearni regrese s updatovanou odezvou

Hledame 3 pomoci metody nejmensich ¢tvercll s updatovanymi
odezvami, tedy feSime rovnici

Z'y +2'g)=o0.
Updatovana odezva se dé zapsat vektorove jako (Aziz, 2015):
Y =-Z"8+QY+2Z7p),
kde Q je matice s
A ) i=j
g =4 (1 —A/)%m ri <1
jinak

Dosadime do feSené rovnice a ziskdme (z QQ = Qa QY = QY):
B=—-(Z"Qz)"'Z"qy.

Z&drhel: Q zavisi na 8.
Nutno postupovat iterativné (dosadit 3™ do Q, spoéitat 37 "....).
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Souvislost mezi metodami

Odhady metodou maximalni vérohodnosti ziskame minimalizaci
normy skore

Jswm=S" | YR Vit BZkN
U(B,W)—IZ:/O w(s) (z, SR A )dN, (s, B).

Odhady metodou vazenych nejmensich étvercl ziskame feSenim

v(B,s)=> Zs(y;+2/B)=0,

i=1

kde s(t) je vdhova funkce, vySe s(f) = t.
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Souvislost mezi metodami

Odhady metodou maximalni vérohodnosti ziskame minimalizaci
normy skore

Jswm=S" | YR Vit BZkN
w@m_;;éw@wZ Zzﬂwmﬁ)dM@ﬂ)

Odhady metodou vazenych nejmensich étvercl ziskame feSenim

n
w(g.s)=> 2Z]s(y; +2/p8) =0,
i=1
kde s(t) je vdhova funkce, vySe s(t) = t. D& se ukazat (Ritov, 1990),
Ze za platnosti modelu je

1 1

ﬁ\U(ﬂ, s) = \mU(ﬁ, w) + op(1)
pokud -
w(t) = s(t) — W.

Odhady 3y, a B,s maji stejné asymptotické vlastnosti.
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Souvislost mezi metodami - vyuziti

Tedy at ziskame odhady tak nebo tak, v/n(3 — 3,) ma asymptoticky
nulovou stfedni hodnotu a konec€ny rozptyl, ktery Ize odhadnout napf.
pomoci resamplingu skére z MLE (Lin et al, 1998).

Véahovou funkci ve skére odpovidajici s(t) = t mizeme bez zmény
asymptotickych vlastnosti odhadu nahradit

Iy~ udFo(w)

M= R
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Regresni diagnostika

Rezidua modelu Ize zapsat jako
re = y* + ZTB

=y -2Z'(Z"Qz)"'Z"qQy

=(-Z"(Z"Qz)"'Z"Q)y".
Tedy ziskame hat-matici H* = Z"(Z"QZ)~'Z" Q a M* matici
M* = | — H*, které Ize vyuzit k regresni diagnostice. Napf. podle
diagonalnich prvki (leverage)

h=21(Z2"Q2)'Z" q.i

Ize identifikovat vlivna pozorovani dle h}; > 2(p + 1)/n (Smith, 2004).
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Regresni diagnostika

Rezidua modelu Ize zapsat jako
re = y* + ZTB
=y -2Z'(Z"Qz)"'Z"qQy
=(-Z"(Z"Qz)"'Z"Q)y".
Tedy ziskame hat-matici H* = Z"(Z"QZ)~'Z" Q a M* matici

M* = | — H*, které Ize vyuzit k regresni diagnostice. Napf. podle
diagonalnich prvki (leverage)

n=2l(zZ2"Qz)"'Z"q.;

Ize identifikovat vlivna pozorovani dle h}; > 2(p + 1)/n (Smith, 2004).

@ Pro cenzorovand pozorovani je h; = 0, takZe je za vlivna
neoznacime.

@ H* zavisi na odhadnutych parametrech pres Q, tedy vysledky
budou jen pfiblizné.
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Testy dobré shody - vzdalenost odhadu

@ Za platnosti modelu by obé metody by mély davat blizké odhady.

@ Myslenka: Odhadneme parametry ocbéma metodami a testujeme,
zda nejsou vyznamné vzdalené pomoci statistiky

(Bwmie — Brs) ™ ﬁMLE 3, (Bue — Bus):
S
ktera bude mit za platnosti modelu x3, ; rozdéleni.
@ Pro odhad rozptylu vyuzijeme replikace odhadd pomoci

bootstrapové replikace skére dle Lin et al (1998) pro MLE a dle
Ritov (1990) pro LS.

o Lze generovat 3y, - a Brs, pro které ma vAa(Bue — Bis)
asymptoticky stejné rozdélen jako v/A(Bey g — Brs).
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Testy dobré shody - rezidua

@ Zkoumame, zda je zavislost dat na urcité proménné popsana
modelem dobfe.

@ MysSlenka: Rozdélime data do dvou skupin podle medianu
zkoumané proménné.

@ Spocteme updatovana rezidua r;".

@ Za platnosti modelu by rezidua v obou skupinach méla mit
shodnou stfedni hodnotu.

@ Kdybychom znali 3, a neméli cenzorovani, mohli bychom pouzit

vhodny dvouvybérovy test shody stfednich hodnot (napf. t-test
nebo Wilcoxonuyv test).
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Testy dobré shody - rezidua

@ Zohlednime vliv odhadnutych parametrd a korekce cenzorovani.
@ Pro test pouzijeme statistiku
e - 1 PO .
T=Vn(rs, = Ts,) = \/5(,71 D +zip) - ™ > +z7p)
S4 S2

V(- S0+ 2] 80) — o S+ 2] 80)

S2
+ﬁ(rj—1 DO - nl,_, D V7 =)+ Vn(Zs, — Zs,)T (B~ Bo).
St S2

@ Prvni ¢ast odpovida ptvodnim i.i.d. datim, druhd rozdilim mezi
updatovanymi a skute€nymi pozorovanimi (jen pro cenzorovanou
Géast) a vlastnosti treti zname z MLE.

@ T ma asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni
hodnotou a kone¢nym rozptylem, ktery Ize odhadnout kombinaci
metod shora.

@ Alternativng, statistiku Ize prepsat jako v/nv'r* = \/nvI M*Y*, s
rozptylem aproximovatelnym z v M*vo?, kde o2 = var¢;. Matice
M* zavisi na Q a tedy i na 3, tedy jejim odhadem ztracime
presnost testu.
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Conclusions & Outlook

Zavérem

@ Existuje pfima souvislost mezi vérohodnostnim pfistupem a
metodou nejmensich Ctverct pro AFT model.

@ Asymptotické vlastnosti odhadu jsou shodné.

@ Lze vyuzit pro diagnostiku modelu.

Outlook:
@ Prozkoumat empirické vlastnosti testl - simulace.
@ Vyzkoumat dalSi vyuzitelnost rezidui (log-rank,...).

@ VyzkouSet pro regresory proménné v ase.
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