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2. Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı
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Úvod Motivácia

Motivácia

�� ��Model kolekt́ıvneho rizika

S =
N∑
i=1

Xi

S = celková výška poistných plneńı,

N = počet poistných plneńı,

Xi = výška poistných plneńı.
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Úvod Ciele

Motivácia

�� ��Ciele výskumu

∗ Nájst’ vhodný model pre počet poistných plneńı z triedy rekurentných

rozdeleńı,

∗ odhadnút’ parametre modelu pre počet poistných plneńı,

∗ overit’ kvalitu odhadnutého modelu,

∗ odhadnút’ rozdelenie celkovej výšky poistných plneńı.
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Úvod Ciele

Publikácie

→ Baradlaiová, Z. 2016. Rekurentné triedy počtu poistných plneńı

a zovšeobecnené rekurzie v modeli kolekt́ıvneho rizika. Diplomová práca,

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave.

→ Szűcs, G. 2015. Metódy odhadu parametrov rekurentných tried diskrétnych

rozdeleńı pravdepodobnosti. Forum Statisticum Slovacum, č. 6/2015, s.

154-159. ISSN 1336-7420.

→ Szűcs, G. 2013. Schröterova trieda rozdeleńı. Forum Statisticum Slovacum, IX.

ročńık, č. 7/2013, s. 227-232. ISSN 1336-7420.
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Rk-trieda

Rk-trieda diskrétnych rozdeleńı

Defińıcia.

Uvažujme diskrétnu náhodnú premennú N s nekumulat́ıvnym

pravdepodobnostným rozdeleńım {pn}∞n=0, kde pn = Pr(N = n); n = 0, 1, 2, . . .

Hovoŕıme, že rozdelenie {pn}∞n=0 patŕı do rekurźıvnej triedy Rk , ak je splnený

vzt’ah

pn =
k∑

i=1

(
ai +

bi
n

)
pn−i pre n = 1, 2, 3, . . . ,

kde k je prirodzené č́ıslo, ai , bi sú reálne parametre pre i = 1, 2, . . . , k a pn = 0

pre všetky n < 0.
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Panjerova trieda

Špeciálne pŕıpady Rk-triedy

Ak k = 1, tak dostávame tzv. Panjerovu triedu: R1 ⇔ Pan(a1, b1).

pn =

(
a1 +

b1

n

)
pn−1 pre n = 1, 2, 3, . . .
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Panjerova trieda

Špeciálne pŕıpady Rk-triedy

Ak k = 1, tak dostávame tzv. Panjerovu triedu: R1 ⇔ Pan(a1, b1).

pn =

(
a1 +

b1

n

)
pn−1 pre n = 1, 2, 3, . . .

Rozdelenia patriace do Panjerovej triedy:

N ∼ Pan(0,λ) ⇐⇒ N ∼ Pois(λ),

N ∼ Pan

(
− p

1− p
, (m + 1)

p

1− p

)
⇐⇒ N ∼ Bin(m, p),

N ∼ Pan(1− p, (1− p)(r − 1)) ⇐⇒ N ∼ NegBin(r , p),

N ∼ Pan(1− p, 0) ⇐⇒ N ∼ Geom(p).
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Panjerova trieda

Panjerova trieda rozdeleńı

Panjerova trieda rozdeleńı (1981):

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 pre n = 1, 2, 3, . . .

Katzova trieda rozdeleńı (1945):

pn
pn−1

=
α + β(n − 1)

n
pre n = 1, 2, 3, . . . , α ≥ 0, β < 1.
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Panjerova trieda

Panjerova trieda rozdeleńı

Panjerova trieda rozdeleńı (1981):

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 pre n = 1, 2, 3, . . .

Panjerova trieda useknutých rozdeleńı: Pan
v

u(a, b).

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 pre n = u + 1, u + 2, . . . , v .
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Schröterova trieda

Špeciálne pŕıpady Rk-triedy

Ak k = 2 a a2 = 0, tak dostaneme tzv. Schröterovu triedu:

R2 ⊃ Schr(a1, b1, b2).

pn =

(
a1 +

b1

n

)
pn−1 +

b2

n
pn−2 pre n = 1, 2, 3, . . .

p−1 = 0.
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Rekurentné triedy diskrétnych rozdeleńı Schröterova trieda

Špeciálne pŕıpady Rk-triedy

Schröterova trieda: Schr(a, b, c).

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2 pre n = 1, 2, 3, . . .

p−1 = 0.

Schröterova trieda useknutých rozdeleńı: Schr
v

u(a, b, c).

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2 pre n = u + 1, u + 2, . . . , v .

pn = 0 pre n ∈ Z \ {u, u + 1, u + 2, . . . , v} .
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Odhad parametrov rekurentných tried Odhad parametrov rekurentných tried

Predpoklady

→ Predpokladajme, že máme k dispoźıcii historické dáta: n1, n2, . . . , nd

(napŕıklad počty poistných plneńı v uplynulom obdob́ı).

→ Zostroj́ıme empirické rozdelenie pravdepodobnosti π = (π0,π1,π2, . . . ,πm),

kde m = max {n1, n2, . . . , nd}.
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Odhad parametrov rekurentných tried Odhad parametrov rekurentných tried

Predpoklady

→ Predpokladajme, že máme k dispoźıcii historické dáta: n1, n2, . . . , nd

(napŕıklad počty poistných plneńı v uplynulom obdob́ı).

→ Zostroj́ıme empirické rozdelenie pravdepodobnosti π = (π0,π1,π2, . . . ,πm),

kde m = max {n1, n2, . . . , nd}.

Úloha: nájst’ také rozdelenie patriace do rekurentnej triedy diskrétnych rozdeleńı

(napr. do triedy Schr(a, b, c)), ktoré ”je najbližšie” k nášmu empirickému

rozdeleniu.

Inak povedané: potrebujeme odhadnút’ parametre zvolenej rekurentnej triedy

(napr. v pŕıpade Schröterovej triedy: parametre a, b, c).
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Odhad parametrov rekurentných tried Metódy odhadu parametrov

Metódy odhadu parametrov

�� ��Metódy odhadu parametrov

• metóda kalibračných pät́ıc (pentad),

• optimalizačné metódy
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Odhad parametrov rekurentných tried Metódy odhadu parametrov

Metódy odhadu parametrov

�� ��Metódy odhadu parametrov

• metóda kalibračných pät́ıc (pentad),

• optimalizačné metódy

minimalizácia zvolenej účelovej funkcie:

. testovej štatistiky χ2-testu,

. modifikovanej testovej štatistiky χ2-testu,

. testovej štatistiky K-S testu,

. testovej štatistiky C-vM testu,

. . . .
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Odhad parametrov rekurentných tried Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Metóda založená na minimalizácii hodnoty testovacej štatistiky

Kolmogorovovho-Smirnovovho testu:

D = sup
x
|F0(x)− Fdata(x)|,

kde F0(x), pre x ∈ {0, 1, . . . ,m} je kumulat́ıvna distribučná funkcia teoretického

rozdelenia a Fdata(x) je empirická distribučná funkcia źıskaná z pozorovaných dát.
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Odhad parametrov rekurentných tried Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Viazaná optimalizačná úloha (napŕıklad v pŕıpade Schröterovho rozdelenia):

(p̃0, ã, b̃, c̃) = arg min
p0∈(0,1), a,b,c∈R

D, (1)

pri platnosti podmienok

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2 pre všetky n = 1, 2, . . . , (2)∑

pn = 1, (3)

pn ∈ (0, 1) pre všetky n = 1, 2, . . . (4)
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Odhad parametrov rekurentných tried Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu
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Odhad parametrov rekurentných tried Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Viazaná optimalizačná úloha (napŕıklad v pŕıpade Schröterovho rozdelenia):

(p̃0, ã, b̃, c̃) = arg min
p0∈(0,1), a,b,c∈R

sup
x

∣∣∣∣∣
x∑

n=0

pn − Fdata(x)

∣∣∣∣∣ ,

pri platnosti podmienok

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2 pre všetky n = 1, 2, . . . ,∑

pn = 1,

pn ∈ (0, 1) pre všetky n = 1, 2, . . .
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Odhad parametrov rekurentných tried Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Minimalizácia testovej štatistiky K-S testu

Viazaná optimalizačná úloha (napŕıklad v pŕıpade Schröterovho rozdelenia):

(p̃0, ã, b̃, c̃) = arg min
p0∈(0,1), a,b,c∈R

sup
x

∣∣∣∣∣
x∑

n=0

[(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2

]
− Fdata(x)

∣∣∣∣∣ ,

pri platnosti podmienok

pn =

(
a +

b

n

)
pn−1 +

c

n
pn−2 pre všetky n = 1, 2, . . . ,∑

pn = 1,

pn ∈ (0, 1) pre všetky n = 1, 2, . . .
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Odhad parametrov rekurentných tried Numerické riešenie úlohy

Numerické riešenie úlohy

Numerické riešenie minimalizačnej úlohy pomocou penalizačnej metódy.

�� ��Pomocná účelová funkcia

H = supx

∣∣∣∣∣
x∑

n=0

pn − Fdata(x)

∣∣∣∣∣+ h1 max

{
0; 1−

m∑
n=0

pn

}
+

+ h2 max

{
0;

m∑
n=0

pn − 1

}
− h3 min {0; p0; p1; . . . ; pm} .
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Odhad parametrov rekurentných tried Numerické riešenie úlohy

Numerické riešenie úlohy

Numerické riešenie minimalizačnej úlohy pomocou penalizačnej metódy.

�� ��Pomocná účelová funkcia

H = supx

∣∣∣∣∣
x∑

n=0

pn − Fdata(x)

∣∣∣∣∣+ h1 max

{
0; 1−

m∑
n=0

pn

}
+

+ h2 max

{
0;

m∑
n=0

pn − 1

}
− h3 min {0; p0; p1; . . . ; pm} .

�� ��Metóda simulovaného ž́ıhania
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Praktická aplikácia Zadanie

Zadanie

◦ Uvažujme určitý typ neživotného poistenia ,

◦ dáta: denné počty poistných plneńı,

◦ dĺžka dátového súboru: d = 910.

◦ Výberové charakteristiky polohy dátového súboru:

Min. Prvý kvar. Medián Priemer Tretı́ kvar. Max.

0,00 2,00 5,00 5,836 9,00 17,00

◦ Maximum dátového súboru: m = 17.
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Praktická aplikácia Grafické znázornenie

Histogram historických počtov poistných plneńı
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Praktická aplikácia Grafické znázornenie

Empirická distribučná funkcia
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Praktická aplikácia Výsledky

Odhadnuté Panjerovo rozdelenie

�� ��Fitovanie počtu poistných plneńı pomocou Panjerovho rozdelenia

Odhadnuté parametre Panjerovho rozdelenia:

â = 0,81700975; b̂ = 0,44461343.

�� ��Posúdenie kvality fitu odhadnutého Panjerovho rozdelenia

Kolmogorovov-Smirnovov test dobrej zhody:

D = 0,0311; p-hodnota K-S testu = 0,3426.

Cramérov-von Misesov test dobrej zhody:

W 2 = 0,4356; p-hodnota C-vM testu = 0,05855.
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Praktická aplikácia Výsledky

Kvalita fitu odhadnutého Panjerovho rozdelenia
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Praktická aplikácia Výsledky

Odhadnuté Schröterovo rozdelenie

�� ��Fitovanie počtu poistných plneńı pomocou Schröterovho rozdelenia

Odhadnuté parametre Schröterovho rozdelenia:

ã = 0,78159847; b̃ = 0,08567724; c̃ = 0,56850511.

�� ��Posúdenie kvality fitu odhadnutého Schröterovho rozdelenia

Kolmogorovov-Smirnovov test dobrej zhody:

D = 0,0346; p-hodnota K-S testu = 0,2257.

Cramérov-von Misesov test dobrej zhody:

W 2 = 0,4070; p-hodnota C-vM testu = 0,06955.
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Praktická aplikácia Výsledky

Kvalita fitu odhadnutého Schröterovho rozdelenia
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Praktická aplikácia Výsledky

Riešenie ilustračnej úlohy

�� ��Porovnanie kvality fitu

Porovnanie kvality fitu pre počet poistných plneńı medzi odhadnutým Panjerovým

rozdeleńım a odhadnutým Schröterovým rozdeleńım

K-S D C-vM W 2 RSS∗ AIC∗ BIC∗

Pan(â, b̂) 0,0311 0,4356 0,008675216 −7,543017 −148,8689

Schr(ã, b̃, c̃) 0,0346 0,4070 0,007010002 −7,756150 −153,1315
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Záver Záver

Ďaľsie ciele výskumu

∗ Skúmat’ rekurentné triedy vyš̌sieho rádu,

∗ zefekt́ıvnit’ numerický algoritmus odhadovania parametrov rekurentných

tried,

∗ zahrnút’ do programového aparátu aj iné typy účelových funkcíı,

∗ automatizovat’ proces hl’adania najvhodneǰsieho rozdelenia z Rk -triedy pre

modelovanie diskrétnej náhodnej premennej N.
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Záver Literatúra
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Záver

Ďakujem vám za pozornost’.

Tento výskum bol podporený grantom VEGA č. 2/0047/15.
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