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Hĺbka dát

Pre náhodnú veličinu X ∼ P ∈ P
(

R
d
)

uvažujme hĺbku bodu x ∈ R
d

vzhl’adom k P

D : Rd ×P
(

R
d
)

→ [0,1] : (x ,P) 7→ D(x ,P).

−3 −2 −1 0 1 2

−
3

−
2

−
1

0
1

2 10 % highest

10 % lowest

0.0 0.2 0.4 0.6

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

10 % highest

10 % lowest
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Polopriestorová hĺbka

Polopriestorová hĺbka (Tukey, 1975) pozorovania v R
d

D(x ;P) = inf
H∈H (x)

P (H) .
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D (x ;Pn) = min
# pozorovaní v polopriestore obsahujúcom x

n
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D (x ;Pn) = min
# pozorovaní v polopriestore obsahujúcom x

n
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Hĺbka: teória

Teoretické vlastnosti D:

afínna invariancia a konzistencia (Donoho a Gasko, 1992),

kvázikonkavita a populačné vlastnosti (Massé a Theodorescu, 1994;

Rousseeuw a Ruts, 1999),

asymptotika a konvergencia kontúr (He a Wang, 1997; Kim, 2000),

robustnost’ (Romanazzi, 2001),

asymptotická normalita (Massé, 2004),

algoritmy, testy, odhady, aplikácie...
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Hĺbka: kvázikonkavita

D je vždy kvázikonkávna, t.j. pre každé c ∈ [0,1]

{

x ∈ R
d : D(x ;P)≥ c

}

je konvexná množina
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Vybrané vlastnosti a problémy
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Platí
{

x ∈ R
d : D(x ;P)≥ c

}

=
⋂

{

H ∈ H : P(H)≥ 1− c
}
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Hĺbka: asymptotická normalita
√

n D(x ;Pn) je asymptoticky normálne

⇐⇒ D(x ;P) realizuje jediný polopriestor H ∈ H (Massé, 2004)

Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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Problém: hladkost’ hĺbky

Elipticky symetrické rozdelenia:
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Problém: hladkost’ hĺbky

Problém (Massé a Theodorescu, 1994)

(P1): Existuje neeliptické rozdelenie s hladkými kontúrami hĺbky?
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Problém: hĺbka mediánu

P je polopriestorovo symetrické (Zuo a Serfling, 2000) ak

sup
x∈Rd

D(x ;P)≥ 0.5
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Problém: hĺbka mediánu

Pre P na vrcholoch simplexu v R
d vždy (Donoho a Gasko, 1992)

sup
x∈Rd

D(x ;P)≤ (d +1)−1 −−−→
d→∞

0
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Vybrané vlastnosti a problémy

Problém: hĺbka mediánu
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Problém: hĺbka mediánu

Problém (Donoho a Gasko, 1992)

(P2): Maximálna hodnota hĺbky leží v intervale [1/(d +1),1/2].
Dokážeme povedat’ viac?
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Busemann-Pettyho problém

Štatistika konvexných telies

Konvexné teleso je l’ubovol’ná neprázdna, kompaktná a konvexná

množina K ⊂ R
d (Webster, 1994; Schneider, 2014).
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Hĺbka konvexných telies

Populačná verzia hĺbky konvexného telesa K
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Kalkulus konvexných telies

K +L = {x + y : x ∈ K ,y ∈ L} , λK = {λx : x ∈ K}
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Motivácia: Brunn-Minkowského nerovnost’

K +L = {x + y : x ∈ K ,y ∈ L} , λK = {λx : x ∈ K}

Tvrdenie (Brunn, 1887; Minkowski 1896)

Nech K ,L ⊂ R
d sú konvexné telesá, vol(K ) = vol(L) = 1. Potom

vol((K +L)/2)≥ 1, s rovnost’ou práve ak K je posunutím L.
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Motivácia: Brunn-Minkowského nerovnost’

Ekvivalentné formulácie tvrdenia (λ ∈ [0,1]):

Funkcia K 7→ vol(K )1/d je konvexná.

vol((1−λ)K +λL)1/d ≥ (1−λ)vol(K )1/d +λvol(L)1/d .

vol((1−λ)K +λL)≥ min{vol(K ) ,vol(L)}.

vol((1−λ)K +λL)≥ vol(K )1−λ
vol(L)λ.
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Motivácia: Grünbaumova nerovnost’

Tvrdenie (Grünbaum, 1960)

Nech K ⊂ R
d je konvexné teleso, vol(K ) = 1. Potom existuje bod

x ∈ K taký že

D (x ;K )≥
(

d

d +1

)d

.
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Motivácia: Grünbaumova nerovnost’

Tvrdenie (Grünbaum, 1960)

Nech K ⊂ R
d je konvexné teleso, vol(K ) = 1. Potom existuje bod

x ∈ K taký že

D (x ;K )≥
(

d

d +1

)d

.

Grübaum dokazuje silnejšie tvrdenie: veta platí pre x = EK .

limd→∞

(

d
d+1

)d

= exp(−1)≈ 0.37.
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Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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Plávajúce teleso

Definícia (Dupin, 1822)

Konvexné teleso K[δ] nazývame plávajúcim telesom konvexného
telesa K ⊂ R

d , ak δ ∈ [0,vol(K )/2] a každá oporná nadrovina K[δ]
vysekáva z K množinu o objeme δ.
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Afínna plocha povrchu konvexných telies

Ω(K ) =
∫

∂K
κ(x)1/(d+1) dµ(x),

kde

K je konvexné teleso triedy C
+
2 ,

∂K je topologická hranica K ,

κ je Gauss-Kroneckerova krivost’ K , a

µ je miera plochy povrchu K (≈ d −1-rozmerná Hausdorffova
miera na ∂K ).
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Plávajúce teleso: Blaschkeho identita

Tvrdenie (Blaschke, 1923)

Ak pre malé δ existuje plávajúce teleso K , potom pre

cd = 2(κd−1/(d +1))2/(d+1)

Ω(K ) = lim
δ→0

cd

vol(K )− vol
(

K[δ]
)

δ2/(d+1)
.
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Konvexné plávajúce teleso

Definícia (Schütt a Werner, 1990)

Nech K ⊂ R
d je konvexné teleso a δ ∈ [0,vol(K )/2]. Konvexné

plávajúce teleso K príslušiace δ je dané

Kδ =
⋂

{

H ∈ H : vol(K ∩H)≥ 1−δ
}

.

Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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Konvexné plávajúce teleso

Tvrdenie (Schütt a Werner, 1990)

Kδ existuje vždy. Ak K[δ] existuje, potom K[δ] = Kδ. Naviac

Ω(K ) = lim
δ→0

cd

vol(K )− vol(Kδ)

δ2/(d+1)
.
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Konvexné plávajúce teleso

Konvexné plávajúce teleso K existuje vždy!
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Elisabeth Werner a Carsten Schütt
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Bárány-Larmanove zobrazenie

Definícia (Bárány a Larman, 1988)

Pre konvexné teleso K ⊂ R
d a x ∈ K definujme zobrazenie

ν(x) = min
{

vol(K ∩H) : x ∈ H,H ∈ H
}

.

Podobné zobrazenia uvažujú už Neumann (1945), Rado (1946),

Grünbaum (1960), Leichtweiß(1986), ...

Rado (1946) dokonca v R
2 definuje ν pre “hustoty”

f (x ,y) : R2 → [0,∞).

Fresen (2012) píše o “mnohorozmerných kvantiloch” daných ν pre
všeobecné miery.
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Grünbaumova nerovnost’

Ak K je konvexné teleso, D(EX ;K )≥ exp(−1) (Grünbaum, 1960);

Ak X ∼ f pre f kvázikonkávnu s centrovanými úrovňovými
množinami, D(0;P)≥ exp(−1);

Rozšírenia pre log-konkávne, κ-konkávne a kvázikonkávne

miery a hustoty (Ball, 1986, 1988; Caplin a Nalebuff, 1991; Bobkov 2003,

2010);

dokonca bez nutnosti existencie EX (Bobkov, 2010).

=⇒ (P2): hĺbka mediánu je určená mierou konkavity hustoty
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Grünbaumova nerovnost’

Ak K je konvexné teleso, D(EX ;K )≥ exp(−1) (Grünbaum, 1960);

Ak X ∼ f pre f kvázikonkávnu s centrovanými úrovňovými
množinami, D(0;P)≥ exp(−1);

Rozšírenia pre log-konkávne, κ-konkávne a kvázikonkávne

miery a hustoty (Ball, 1986, 1988; Caplin a Nalebuff, 1991; Bobkov 2003,

2010);

dokonca bez nutnosti existencie EX (Bobkov, 2010).

=⇒ (P2): hĺbka mediánu je určená mierou konkavity hustoty
?

=⇒ polopriestorová hĺbka v nekonečnerozmerných priestoroch?
(Dutta et al., 2010)
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Hladkost’ plávajúcich telies

Tvrdenie (Meyer a Reisner, 1991)

Nech K je symetrické konvexné teleso. Potom

Kδ je symetrické a striktne konvexné,

ak K je hladké a striktne konvexné, Kδ je C
+
2 .

=⇒ (P1): rovnomerné rozdelenia na symetrických striktne
konvexných množinách majú hladkú hĺbku.
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Hladkost’ plávajúcich telies

Tvrdenie (Meyer a Reisner, 1991)

Nech K je symetrické konvexné teleso. Potom

Kδ je symetrické a striktne konvexné,

ak K je hladké a striktne konvexné, Kδ je C
+
2 .

=⇒ (P1): rovnomerné rozdelenia na symetrických striktne
konvexných množinách majú hladkú hĺbku.

?
=⇒ pre 0-symetrické striktne kvazikonkávne hustoty je D

asymptoticky normálna pre každé x 6= 0.
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Busemann-Pettyho problém

Problém (Busemann a Petty, 1956)

Nech K ,L ⊂ R
d sú 0-symetrické konvexné telesá také že

vold−1

(

K ∩u⊥
)

≤ vold−1

(

L∩u⊥
)

pre každé u ∈ R
d , u 6= 0.

Platí potom
vol(K )≤ vol(L)?
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Busemann-Pettyho problém

Problém (Busemann a Petty, 1956)

Nech K ,L ⊂ R
d sú 0-symetrické konvexné telesá také že

vold−1

(

K ∩u⊥
)

≤ vold−1

(

L∩u⊥
)

pre každé u ∈ R
d , u 6= 0.

Platí potom
vol(K )≤ vol(L)?

Áno, ale iba pre d < 5! (Gardner et al., 1999)
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Busemann-Pettyho problém

Problém (Milman a Pajor, 1989)

Nech K ,L ⊂ R
d sú 0-symetrické konvexné telesá také že

vold−1

(

K ∩u⊥
)

≤ vold−1

(

L∩u⊥
)

pre každé u ∈ R
d , u 6= 0.

Existuje potom c > 1 tak že

vol(K )≤ c vol(L)?

Pre najlepšie známe odhady c(d)−−−→
d→∞

∞. (Klartag, 2007)
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Busemann-Pettyho problém a plávaujúce telesá

Tvrdenie (Fresen, 2012)

Pre každé konvexné teleso K ⊂ R
d a δ ∈ (0,exp(−1))

a1
exp(−1)−δ√

d
CI ≤

(

vol(Kδ)

vol(K )

)1/d

≤ a2
log(δ−1)√

d
CI ,

kde a1,a2 sú kladné univerzálne konštanty a CI je tzv izotropická

konštanta.

CI ∈ R ⇐⇒ platí Milman-Pajorova hypotéza.
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Busemann-Pettyho problém a plávajúce telesá

Tvrdenie (Milman a Pajor, 1989; Fresen, 2012)

Nech Milman-Pajorova hypotéza platí. Potom existuje elipsoid E ⊂ R
d

závislý iba na K tak že

CI (exp(−1)−δ)E ⊆ Kδ ⊆ CI17 log(δ−1)E ,

kde CI je izotropická konštanta.
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Problém: klasifikácia

Pre X ∼ P1, Y ∼ P2 a x ∼ Pi , i ∈ {1,2} neznáme, nájdi i .
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Iluminačné teleso

Definícia (Werner, 1994)

Nech K ⊂ R
d je konvexné teleso a δ > 0. Iluminačné teleso K

príslušiace δ je dané

K δ =
{

x ∈ R
d : vol(co(x ,K ))≤ vol(K )+δ

}

.
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Aplikácia: Iluminačné telesá v štatistike
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Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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}
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Iluminačné teleso: vlastnosti

Tvrdenie (Werner 1994, 2006)

Platí:
{

K δ}

δ>0
tvorí rastúci systém do seba vnorených konvexných

telies.

Ak K je elipsoid, každé K δ je rovnako orientovaný elipsoid.

K δ je invariantné vzhl’adom k afinným zobrazeniam s

jednotkovým determinantom.

Existuje bd > 0 tak že

Ω(K ) = lim
δ→0

bd

vol
(

K δ)− vol(K )

δ2/(d+1)
.
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Iluminácia

Definícia

Nech P ∈ P
(

R
d
)

a x /∈ co(Supp(P)). Iluminácia x vzhl’adom k P je

I (x ;P) = vol(co(x ,Supp(P))) .

Pre x ,y ∈ R
d také že

D(x ;P) = D(y ;P) = 0

vyhlásime x hlbším ako y ak I (x ;P)< I (y ;P).
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Aplikácia: Iluminačné telesá v štatistike

Robustná iluminácia

Definícia (Nagy, Schütt a Werner)

Nech P ∈ P
(

R
d
)

, x ∈ R
d . Robustná iluminácia x vzhl’adom k P je

I (x ;P) = vol(co(x ,{D(·;P)≥ (D(x ;P)+ s)/2})) ,

kde s = supy∈Rd D(y ;P).

Pre x ,y ∈ R
d také že

D(x ;P) = D(y ;P)

vyhlásime x hlbším ako y ak I (x ;P)< I (y ;P).
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Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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Príklad: klasifikácia

Pre X ∼ P1, Y ∼ P2 a x ∼ Pi , i ∈ {1,2} neznáme, nájdi i .
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Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii
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Iluminácia: vlastnosti

Iluminácia má radu dobrých vlastností:

dualita voči polopriestorovej hĺbke,

konceptuálna a výpočetná jednoduchost’,

affínna invariancia,

konzistencia a robustnost’,

invariancia voči elipticky symetrickým rozdeleniam,

a to všetko bez predpokladov na distribúciu P.

V aplikáciách zväčša prekonáva omnoho komplikovanejšie metódy
(Einmahl et al., 2015; Paindaveine a Van Bever, 2013).
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Hĺbka dát
Plávajúce telesá
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Záver

Polopriestorová hĺbka = plávajúce telesá.
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Stanislav Nagy Hĺbka dát v konvexnej geometrii


	Hlbka dát
	Polopriestorová hlbka
	Vybrané vlastnosti a problémy

	Plávajúce telesá
	Motivácia: Grünbaumova nerovnost
	(Konvexné) plávajúce telesá a ich vlastnosti
	Busemann-Pettyho problém

	Aplikácia: Iluminacné telesá v štatistike

