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Prototypy a transformovana rozdéleni na R

® Y ma na R rozdéleni G (Gy) s hustotou g(y)
n : R — R hladka rostouci,

= 1~ taky
Transformovana r.v. X = n~'(Y) ma distribuéni funkci
F(x) = G(n(x))
a hustotu f(x) = g(n(x))n’'(x)
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Prototypy a transformovana rozdéleni na R

® Y ma na R rozdéleni G (Gy) s hustotou g(y)
n: R — R hladka rostouci, = n~! taky

Transformovana r.v. X = n~'(Y) ma distribuéni funkci

F(x) = G(n(x))

a hustotu f(x) = g(n(x))n'(x)
||
1 1 1 (sinh=" x)2 1 12
oo = e—E(smh X) = e 2V
)= e Vi W=
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Prototypy a transformovana rozdéleni na R

® Y ma na R rozdéleni G (Gy) s hustotou g(y)
n: R — R hladka rostouci, = n~! taky

Transformovana r.v. X = n~'(Y) ma distribuéni funkci
F(x) = G(n(x))
a hustotu f(x) = g(n(x))n'(x)

1 1 1l 1 1,2
fX — e—i(slnh X) — e—éy
() 27 V1 + x2 9W) 2

m Nesymetrie: g(y) je hustota prototypu transformovaného F
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Skérova funkce prototypu

. /
Sely) = —IW)

~9(y)
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Skérova funkce prototypu

||
_ 9
Saly) = aly)

m popisuje vliv y € R vzhledem ke 'stfedu’ G
pro g(y — p) (tfida la) plati

B
o logg(y — 1) = Sa(y — 1)
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Skérova funkce prototypu

||
_ 9
Saly) = aly)

m popisuje vliv y € R vzhledem ke 'stfedu’ G
pro g(y — p) (tfida la) plati

B
o logg(y — 1) = Sa(y — 1)

m popisuje vliv y € R vzhledem ke 'sttedu’ G i prototypu s 6
bez parametru polohy, sttedem’ je mod y* : Sg(y;6) =0

1 ery _q¢¥ —p

pay@npa o) =gy

aly) = B(
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Tabulka: typy skorovych funkci

Typ  Sg(y) a(y) rozdéleni ESZ,
NE &7 e o=y - 1.43
e zV

NG y 756 2 normal 1
m ON ¢ —1 e ¢ Gumbel 1

NO 1—eY e7Ye® "  extremevalue 1

00 &=} ﬁ logistic 1/3

OR 2, 11z  Cauchy 1/2

Skoérové momenty: ES% je (zobec.) Fisherova informace
pro moéd, ESS, charakt. nesymetrie, ES{, "placatosti’
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Tabulka: typy skorovych funkci

Typ  Sg(y) a(y) rozdéleni ESZ,
NE &7 e o=y - 1.43
e zV

NG y 756 2 normal 1
m ON ¢ —1 e ¢ Gumbel 1

NO 1—eY e7Ye® "  extremevalue 1

00 &=} ﬁ logistic 1/3

OR 2, 11z  Cauchy 1/2

Skoérové momenty: ES% je (zobec.) Fisherova informace
pro moéd, ESS, charakt. nesymetrie, ES{, "placatosti’

m Momentové rovnice
1S Sk(yi0) = ESK(0), k=1,..
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Transformovana rozdéleni

m Bud X C R otevieny interval a F(x) = G(n(x)) na X
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Transformovana rozdéleni

m Bud X C R otevieny interval a F(x) = G(n(x)) na X

m |: Pro¢ by pro rozdéleni na polopfimce nebo intervalu
neméla existovat obdoba skérové funkce prototypu, t.j.
realna (skalarni) skérova funkce (vlivova funkce vzhledem
k néjakému ’stfedu’ ). Protoze S(x) = —% pro tato
rozdéleni nefunguje, musi byt definovana jinym vzorcem,
ktery se jako v pripadé prototypu shoduje pro néjakou la
tfidu s jejich Fisherovym skérem pro néjaky parametr
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Transformovana rozdéleni

m Bud X C R otevieny interval a F(x) = G(n(x)) na X

m |: Pro¢ by pro rozdéleni na polopfimce nebo intervalu
neméla existovat obdoba skérové funkce prototypu, t.j.
realna (skalarni) skérova funkce (vlivova funkce vzhledem
k néjakému ’stfedu’ ). Protoze S(x) = —% pro tato
rozdéleni nefunguje, musi byt definovana jinym vzorcem,
ktery se jako v pripadé prototypu shoduje pro néjakou la
tfidu s jejich Fisherovym skérem pro néjaky parametr

m |l. Transformované F na R pozname a na X # R jsou
vSechna transformovana
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Obdoba skérové funkce prototypu: t-skér

m 7(x) : X — R. Definujeme t-skoér (transformation-based
score) transformovaného rozdéleni F jako

Tr(x) = Sa(n(x))
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Obdoba skérové funkce prototypu: t-skér

m 7(x) : X — R. Definujeme t-skoér (transformation-based
score) transformovaného rozdéleni F jako

Tr(00) = Sa(u(x)
m Ukaze se, ze kdyz f(x) = g(n(x))n'(x),
Te(1) = s Sel9100)] = — 775 S ()
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Obdoba skérové funkce prototypu: t-skér

m 7(x) : X — R. Definujeme t-skoér (transformation-based
score) transformovaného rozdéleni F jako

Te(x) = Sa(n(x))

m Ukaze se, ze kdyz f(x) = g(n(x))n'(x),

Te() = ~ 55 G000 =~ el )]

m a je dokazano, ze pro rozdéleni s transformovanym
parametrem polohy 7 = n~'(u) (rozdéleni t¥idy la)

8% log f(x; ) = konst. x Tg(x; T)
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t-skoér rozdéleni log-gamma

B X=(l,00)  f(x)= Ss(logx)o=t s
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t-skoér rozdéleni log-gamma

mX=(100)  f(x) = Sy(logx) ! Gy

m Polozme n/(x) = #gx, n(x) = log log x,

Tir(x) = _ﬁdix

a momentové rovnice
n

1 n
> (clogx;—a) =0 E;(clogx,-—a)zza
=

i=1

[xlog x f(x)] = clogx — «
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t-skoér rozdéleni log-gamma
B X =(1,00) f(x) = £=(log x)>—1-1

r(a) xc+1

m Polozme n/(x) = #gx, n(x) = log log x,

Tir(x) = _ﬁdix

a momentové rovnice
n

n
> (clogx;—a) =0 %Z(clogx,-—a)zza
i= i=1

m Zvolme 7(x) = log(x — 1),

[xlog x f(x)] = clogx — «

Tar() = — i gllr- 1) = o- 2= D=1

Pro a = 1 se f(x) i Tor redukuje na hustotu a t-skor Pareta
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Smysl ma uvazovat dva druhy t-skoru
m t-skor prirozeny:

kdyZ je ve vzorci pro hustotu
'viditelné’ n(x) nebo 7’(x)
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Smysl ma uvazovat dva druhy t-skoru

m t-skoér prirozeny: kdyz je ve vzorci pro hustotu
'viditelné’ n(x) nebo 7’(x)
m t-skér univerzalni: zaloZeny na log-transformacich
(Johnsonovy transformace)
log(x — a) X = (a,o0)
mx) = (X—a _
IOg (—b_—X) X = (a, b)

Takto Ize interpretovat vétSinu prakticky pouzivanych
rozdéleni:

f(x)=e ™ =xe 1
Tr(X) = — iy s XF()] = e gelxe™] = x — 1
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Pfirozeny t-skér: pro momentové odhady

m Bud 0 = (64, 62). Protoze Tg(x) = Sg(n(x)) a ETE = ESK,
momentové rovnice

> Saln(x)i) =0 3" S3n(x);0) = ES
i=1 i=1

jsou invariantni vuci transformacim proménné (6 tfid
rozdéleni z Tabulky)
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Pfirozeny t-skér: pro momentové odhady

m Bud 0 = (64, 62). Protoze Tg(x) = Sg(n(x)) a ETE = ESK,
momentové rovnice

n n
1
> Sa(n(x):i0)=0 > Sa(n(x):9) = ESG
= i=
jsou invariantni vici transformacim promeénné (6 trid

rozdéleni z Tabulky)

m Kdyz Sk je omezena nebo 'huberovsky ofiznuta”,
estimator je robustni pro vSechny parametry
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Pfirozeny t-skér: pro momentové odhady

m Bud 0 = (64, 62). Protoze Tg(x) = Sg(n(x)) a ETE = ESK,
momentové rovnice

> Saln(x)i) =0 3" S3n(x);0) = ES
=1 i=1

jsou invariantni vuci transformacim proménné (6 tfid
rozdéleni z Tabulky)

m Kdyz Sk je omezena nebo 'huberovsky ofiznuta”,
estimator je robustni pro vSechny parametry

m Protoze Tr(x;6) = Sg(n(x); ) je redlna funkce, Ize ji napt.
pouzit v korelacni a regresni analyze
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Univerzalni t-skoér: Skoérova funkce rozdéleni SFD
||

Se(x) = 7' (x*) Te(x)
kde n(x) je Johnsonova transformace a x* je téziste:
feSeni rovnice

T/:(X) =0
(x* je obraz modu prototypu).
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Univerzalni t-skor: Skoérova funkce rozdéleni SFD
[ |
SE(x) = 1'(x*) Te(x)
kde n(x) je Johnsonova transformace a x* je téziste:
feSeni rovnice
Tr(x) =0
(x* je obraz modu prototypu).
m ES2 zobecnéna Fisherova informace (vzhledem k x*)

Variabilita rozdéleni: skérova variance

1
2
ws = =
ESZ
Numerické charakteristiky rozdéleni: x*(8),w(0) = v/w?(0)
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Rozdéleni na (0, 00) s tymz w

Weibull peta-prime
05 \ \ 0.5 : :
0.4 0.4
03 03
02 02
01 01
C0 2 4 6 8 10 G0 2 4 6 8 10
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Kam jsme dosli

K danému F na intervalu X C R umime jednoznecné priradit
sfd Sg(x), jejiz hodnota popisuje relativni vliv x € X’ na stfed x*
of F.
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Popis nahodné veli¢iny X s rozdélenim Fna X C R

F(x) cdf

f(x) pdf

S(x) sfd

x*:8(x)=0 teziste

S2(x) informacni funkce

w(x) = %% vahova funkce

ES? stfedni (Fisherova) informace

w?=1/ES?>  skorova variance

% = w?S(x) influence function

% uncertainty function

u]
]
I
nl
it
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Weibull: density beta-prime: density

D 1 2 3 4 5 6 7 o 2 4 6 8 10

uncertainty function

n Ustav informatiky AVCR Praha
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Metrika ve vybérovém prostoru X

Sk(x) sfd
We(Xx) = %)SX) vahova funkce

Vzdéalenost x1, X% € X

X2

pelxtsxe) = wr | We(x) o = wrlSex) — Se(x)

X1

Sr(x) < f(x)

(X, F) & (X, pF)
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Centralni limitni véta pro sfd

Sk(x) sfd

x*: Sp(x) =0 teziste

we(x) = 2% vahova funkce

ES,% stfedni (Fisherova) informace
w? =1/ESZ  skérova variance

Xi, ..., Xp iid podle F
Central limit theorem: S =137, Sg(X;) — N(0;w?/n)
Vybérové teziste: B
% = Sg1(S) = N(x*; [(SF1(8))1Pw?/n)
Odhady pro rozdilné modely jdou porovnavat pomoci
X* = x*(0),0" = w(6)

Zdengk Fabian Ustav informatiky AVCR Praha

Skalarni skorova funkce



Skoérovy primeér

Neékdy je vybérové tézisté znamou statistikou:

rozdéleni X*
normalni, gamma, beta X
lognormalni Esm
Weibull (¢ const.) (o xe)t/e
Pareto and jina heavy-tailed XHarm
beta-prime Y obq/ Y i
=] el = = =
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Dékuji za pozornost
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SFD rozdéleni na intervalu
PF. Useknuta exponenciela X = (0, 1), f(x) = be =X

Johnsonova transformace n(x) = log %5, 7'(x) =

= ﬁ Pigme
1

_ o —AX
f(x) = bx(1 —x)e X1 = %)’

takze

d
a7
TF(X) = —€e dx

Pak x* :

[x(1 = x)e ™ = (24 A\)x — AxZ — 1
TF(X*) = 0,
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truncated exponential: densities score functions




Vztah wr a diferencialni entropie

he = —/f(x) log f(x) dx
ehr

F WF
normal V2reo o
Cauchy dno V20
exponential er 7
lognormal V2rer/c T/C
Weibull el1+e(1=1/0)) /¢ T/C
uniform, p) b—a Y3(p— g)2

or <o =)» «2>» =
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