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Bodové procesy – regularita vs. shlukovánı́
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Bodové procesy – stacionárnı́ vs. nestacionárnı́

Stacionarni Poissonuv process
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Jiřı́ Dvořák (MFF UK, UTIA CAS) Časoprostorové bodové procesy ROBUST 2016 3 / 18



Bodové procesy – prostorové vs. časoprostorové
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Stacionárnı́ PROSTOROVÝ shlukový proces

Coxův proces proces s náhodnou funkcı́ intenzity

Λ(u) =
∑
v∈Φ

µ k(v − u), u ∈ R2

Φ – Poissonův proces v R2 s intenzitou κ > 0

µ – střednı́ počet dceřinných bodů ve shluku

k – vyhlazovacı́ jádro (hustota na R2)

(Poisson-Neyman-Scott model; podobně shot-noise Coxovy
procesy)
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Stacionárnı́ PROSTOROVÝ shlukový proces
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Stacionárnı́ ČASOPROSTOROVÝ shlukový proces

Λ(u, t) =
∑

(v ,s)∈Φ

µ k(v − u, s − t), (u, t) ∈ R2 × R

Φ – Poissonův proces v R2 × R s intenzitou κ > 0

µ – střednı́ počet dceřinných bodů ve shluku

k – vyhlazovacı́ jádro (hustota na R2 × R)

(obrázek vynechán)
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Nestacionarita

nestacionarita vnesena nezávislým ztenčenı́m
stacionárnı́ho procesu

0 ≤ f ≤ 1 . . . „funkce nehomogenity“

každý bod (u, t) stacionárnı́ho procesu zachován s pstı́
f (u, t), nezávisle na ostatnı́ch bodech

f může záviset na vektoru kovariát z(u, t)
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Značenı́ a parametrizace

X . . . ztenčený (nestacionárnı́) časoprostorový proces

λ . . . jeho funkce intenzity (1. řádu)

W × T . . . pozorovacı́ okno, |W | > 0, |T | > 0

k . . . vyhlazovacı́ jádro

maxW×T f = 1

β . . . (vektorový) parametr funkce nehomogenity f (·;β)

ψ . . . (vektorový) parametr vyhlazovacı́ho jádra k(·, ·;ψ)

κ, µ . . . intenzita rodičů, střednı́ počet bodů ve shluku
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Vı́cekrokový odhad parametrů

věrohodnostnı́ přı́stup komplikovaný, alternativnı́ postup
(inspirovaný článkem Waagepetersen, Guan, 2009):

1 odhad parametrů nehomogenity β maximalizacı́
poissonovské věrohodnostnı́ funkce

2 odhad interakčnı́ch parametrů ψ pomocı́ minimálnı́ho
kontrastu na časoprostorovou K -funkci

3 dopočı́tánı́ odhadu κ a µ z předchozı́ch odhadů a celkové
intenzity procesu
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Druhý krok – minimálnı́ kontrast

Beneš a kol. (2015), “plný kontrast”

ψ̂ = arg min
∫ rmax

rmin

∫ tmax

tmin

(K̂ (r , t)q − K (r , t ;ψ)q)2 dt dr
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Druhý krok – plný kontrast

K̂ (r , t) =

6=∑
(ui ,ti ),(uj ,tj )∈X∩(W×T )

I(
∥∥ui − uj

∥∥ ≤ r , |ti − tj | ≤ t)

λ(ui , ti ; β̂)λ(uj , tj ; β̂)|W × T |
· 1

w1(ui ,uj)w2(ti , tj)

Vlastnosti:

+ nevyžaduje časoprostorovou separabilitu λ(u, t), f (u, t)
- optimalizace vzhledem ke všem interakčnı́m parametrům

najednou
- vyžaduje jemnou mřı́žku (ri , ti)⇒ výpočetnı́ náročnost
- citlivost na volbu počátečnı́ho odhadu

Otázka: Můžeme mı́t + bez těch -?
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K̂ (r , t) =

6=∑
(ui ,ti ),(uj ,tj )∈X∩(W×T )

I(
∥∥ui − uj

∥∥ ≤ r , |ti − tj | ≤ t)

λ(ui , ti ; β̂)λ(uj , tj ; β̂)|W × T |
· 1

w1(ui ,uj)w2(ti , tj)

Vlastnosti:
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K̂ (r , t) =

6=∑
(ui ,ti ),(uj ,tj )∈X∩(W×T )

I(
∥∥ui − uj

∥∥ ≤ r , |ti − tj | ≤ t)

λ(ui , ti ; β̂)λ(uj , tj ; β̂)|W × T |
· 1

w1(ui ,uj)w2(ti , tj)

Vlastnosti:
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Profilový kontrast

Předpokládejme (jako Møller, Ghorbani, 2012):

k(w , τ ;ψ) = k1(w ;ψ1)k2(τ ;ψ2), w ∈ R2, τ ∈ R

K (r , t) = 2πr2t + 1
κ · P1(r ;ψ1) · P2(t ;ψ2), r ≥ 0, t ≥ 0

Předpoklad nenı́ omezujı́cı́: i výrazné porušenı́ se pouze slabě
projevı́ na této struktuře. Odchylku nenı́ možné zjistit
z empirického odhadu K (r , t).
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Profilový kontrast
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Profilový kontrast I.

vybereme prostorový dosah R > 0

odhadneme K̂ (R, t) jako funkci t

použijeme minimálnı́ kontrast na

K (R, t) = 2πR2t +
1
κ
· P1(R;ψ1) · P2(t ;ψ2)

= 2πR2t + c(κ, ψ1,R) · P2(t ;ψ2)
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Profilový kontrast II.

vybereme časový dosah τ > 0

odhadneme K̂ (r , τ) jako funkci r

použijeme minimálnı́ kontrast na

K (r , τ) = 2πr2τ +
1
κ
· P2(τ ;ψ2) · P1(r ;ψ1)

= 2πr2τ + c(κ, ψ2, τ) · P1(r ;ψ1)
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Profilový kontrast – shrnutı́

optimalizace v prostoru nižšı́ dimenze

menšı́ citlivost na „špatnou“ volbu počátečnı́ho odhadu

pracujeme pouze se dvěma profily mřı́žky (ri , τ), (R, ti)

konzistence, asymptotická normalita odhadů β̂, ψ̂1, ψ̂2 za
standardnı́ch předpokladů (momentové vlastnosti, mixing)

v simulačnı́ch studiı́ch
s „dobrou“ inicializacı́ skoro stejně přesné odhady jako plný
kontrast

se „špatnou“ inicializacı́ mnohem stabilnějšı́ odhady než
plný kontrast
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