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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Predpoklady

@ dve jednorozmerné premenné: X, Y
@ inferencia pre X, naro¢né ziskat jej hodnotu pre subjekt
@ linearna zavislost' Y na X

@ zistit hodnotu Y pre subjekt je vyrazne jednoduchsie ako ziskat
hodnotu X pre subjekt



Jednorozmernd absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia
Uloha
Na zaklade kalibracného experimentu &,
En=A{(x;,Y)),i=1,2,...,n}
@ x;,i =1,...,n-zname konstanty

@ Y, =Y(x),i=1,...,n-namerané hodnoty

pre kazdé buduce pozorovanie Y, stanovit simultanny kalibracny
interval (viacnasobne pouzitelny interval spolahlivosti) pre
prisluchajucu hodnotu X4, j — oo.
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Jednorozmerna absolltna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

llustracny priklad

vst. jednotka kontrol. jednotka filter a
SKG SKG zosilnovac

osciloskop
(X, Y) méd

L7

kryostat —>]

sQuip ——> < 2droj pridu kompenzaéna jednotka
le

(amplituda, faza)

gradiometer
K _ 1 — ——
fo=2,76 MHz jednotka
magnetizaéné cievky
/ (Helmholtzov systém)
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

llustragny priklad - kalibraény experiment

Model trupu pozostaval z dvoch
polymetakrylatovych nadob
(25 cm x 30 cm x 25 cm) na-
plnenych destilovanou vodou
(diamagnetické prostredie),

z dvoch identickych vzduchom
naplnenych valcov (model
pfucnych lalokov) a modelu
pecene, ktory predstavoval
polyetylénovy valec s obje-
mom 1000 cm? naplneny roz-
tokom hexahydrat chlori-

du Zelezitého (FeCl; - 6H,0).

Obr.: Model trupu a ¢ast gradiometera
umiestneného nad modelom pecene.
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Kalibracny experiment

Yi=Y(x)=f(x)B + e, e ~ N(0,5°)

X1, X2, ..., Xp - ZN@me konstanty
f7(x) - znama funkcia, napr. f"(x) = (1, x)
BT = (Bo, B1,-- -, Bq-1), 02 - nezname parametre

X - oblast moznych hodnét x
f7(x)B monotoénna na X
Y=(Yy,Yo,..., Yn)T

X = (f(xy), F(x2),..., F(x))T

e © ¢ 6 6 ¢ ¢

B=XTX)T'XTY, S =(Y T (x)B) (Y~ f1(x)B)/(n—q)
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Kalibragny interval pre hodnotu x

K={x:f1(x)8-Ax)S<Y <f(x)B8+\x)S}

prisluchajicu k budicemu pozorovaniu Y = f7(x)8 + ¢, e ~ N(0, 02).
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia
Kalibraény interval pre hodnotu x
K={x:f(x)8-Xx)S<Y<f(x)8+Ax)S}

prislichajicu k budicemu pozorovaniu Y = f7(x)3 + ¢, e ~ N(0, 2).

©  Observations|
Fitted model
025 Mucl
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Kalibraény interval pre hodnotu x
K={x:f(x)8-Xx)S<Y<f(x)8+Ax)S}

prislichajicu k budicemu pozorovaniu Y = f7(x)3 + ¢, e ~ N(0, 2).
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Kalibraény interval pre hodnotu x
K={x:f(x)8-Xx)S<Y<f(x)8+Ax)S}

prislichajicu k budicemu pozorovaniu Y = f7(x)3 + ¢, e ~ N(0, 2).
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Kalibraény interval pre hodnotu x
K={x:f(x)8-Xx)S<Y<f(x)8+Ax)S}

prislichajicu k budicemu pozorovaniu Y = f7(x)3 + ¢, e ~ N(0, 2).
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

@ konstrukcia intervalovych odhadov pre Xn.1, Xpi2, - ., Xnik
prislichajucich k K buducim pozorovaniam Y, 1, Ynio,. .., Ynik,
K — oo

@ intervalové odhady nazyvame viacnasobne pouzitelné intervaly
spolahlivosti (ang. multiple use confidence intervals - MUCI)
alebo simultanne kalibracné intervaly

@ MUCI su skonstruované na zaklade jediného &,

@ aspon v skonstruovanych MUCI pokryva skuto€nu prislichajicu
hodnotu x so spofahlivostou 1 — «
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka viacnasobne pouzitefnych intervalov spolahlivosti (MUCI)

Pss

1 ;
?ZC(Xn—H;ﬁaS) 27] =1-a
i=1

C(x; B, 8) = Py (fT(x)B = A(¥)S < Y(x) < fT(x)8 + A(x)S|B, S}

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

Ps.s min Cx;B8,8) >~ =1—-«a
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujica podmienka pre MUCI)

Pas [minC(xif.8) 22| =1-a

C(x: B, 8) = Py (FT(x)B — M(x)S < Y(x) < FT(x)B + \(x)S]8, S}
~ Py <,T(X)ﬁ B A(X)g _ Y —UfT(x)B - ,T(X)ﬁ;é . )\(X)f>

= o(fT (x)Zx + A(X)U) — d(F (x)Zx — A(x)U)
= C(x; Zx, U)

_B-B Tyt _S o,
Zx = . (0,(X"X)71), U_O_ V,v_n q
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujica podmienka pre MUCI)

Ps s [)r(r;i)r} C(x;8,8) > 7} =1-a

PZX’U |:)|'(Té|2 C(X;ZX, U) Z ’Y:l =1- (0%
C(x; Zx, U) = o (T (x)Zx + Mx)U) = (T (x)Zx = A(x)U)
Pivotné premenné

z=2"P v, u=2 [y —pg
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

sz’U min C(X;ZX, U) >yl =1-«
xXex

C(x; Zx, U) = O(fT(x)Zx + \(x)U) — &(fT(x)2Zx — M\(x)U)

Lieberman a Miller (1963), Lieberman et al. (1967), Wilson (1967),
Scheffé (1973), Limam a Thomas (1988), Odeh a Mee (1990), Mee et
al. (1991), Witkovsky (2014), Han et al. (2015)
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

sz’U min C(X;ZX, U) >yl =1-«
xXex

*Hahn, Y., et al., Statistical calibration and exact one-sided
simultaneous tolerance intervals for polynomial regression. Journal of
Statistical Planning and Inference, 2015.

Jednostranné simultanne tolerancné intervaly si totozné s
jednostrannym pasom spolahlivosti pre -kvantilovu krivku, t.j.

fT(x)B + z,0, z, je y-kvantil N(0, 1)
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Jednorozmerna absolldtna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleran¢énych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

PZX,U min C(X;Zx, U) >yl =1-«
xeX

Modifikacia Hahn a kol.(2015) pre obojstranny pripad
A(X) = MZ(a1)2 + v/ F 2d(X)], d(x) = £T(x)(XTX)~"'£7(x)
1. vygenerovat’ 1000 000 realizacii Zy, U

2. vofba A
3. pre kazdé j,i=1,2,...,1000 000 sa urci

W; = Q;l)f(l C(x; 2Zx.i, U)
4. urci sa pomer (R) Zx;, U;, i =1,2,...,1000 000, pre ktoré W; > ~
5. body 2 - 4 sa opakuju, kym R=1—«
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

PZX,U [)I(Tél)l’(l C(X;ZX, U) > ’y:| =1-«

K
1
PZX’U l? ; C(Xn+i;zX7 U) Z ’Y] =1—-a
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Podmienka simultannych toleranénych intervalov
(postacujuca podmienka pre MUCI)

PZX’U |:)r(2|2 C(X;zXa U) Z 'Y:| - 1 —

K
1
PZX’U l? Z C(Xn+i;zX7 U) Z ’Y] =1—-a
i=1
x ~ R(X)

PZx,U |:/ C(X, zx, U)fR(X)dX Z ’y:| =1 -«
X
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

x ~ R(X)
Pz, u [/ C(x; Zx, U)fF,(X)dx >yl=1-a
X

xC(x; Zx, U) = &(fT(x)2Zx + A\(x)U) — &(fT(x)Zx — A\(x)U)
> o(d(x) Wy + A\(x)U) — o(d(x) Wy — A(x)U)

WE ~ X5, MaXprm(oxrx) - 10)=deny (FT (X)2x) = d?(X)Z5 (X7 X) Zx

Pwe.u [/ C(x; Wy, U)fgxydx > v| =1 -«
X

* Mee et al. (1991) Calibration and simultaneous tolerance intervals for regression. Technometrics
38, 221-229.
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Hondoty A pre A\(x) = A(Z(14+),2 + 1/q + 2d(x)) odpovedajuce
presnym STI a navrhnutou metédou pre pripad f7(x) = (1, x),
a=0.05v=0.9.

STI* nové
T=2 T=3 T=4 T=2 T=3 T=4

n=10 13674 1.3787 1.3857 1.3382 1.3365 1.341
n=20 1.1485 1.1575 1.1639 1.1192 1.1155 112
n=30 1.0891 1.0964 1.1021 1.0593 1.052 1.054
n=40 1.0619 1.0676 1.0725 1.0317 1.0217 1.0213
n=50 1.0464 1.051 1.0553 1.0161 1.0041 1.0017

Za predpokladu x = 0 plati f7(x)(X" X)~"f(x) = 1/n+ x*/S«, kde
S« = 31, x?. Pre jednoduchost sme uvazovali X = [—, 7] pricom
Xoax/ Swx = XBin/ S = 72/ n ako v xMee a kol. (1991).
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Spofahlivost

K
1
Pz, .u K ; C(Xn+i: Zx, U) > v
navrhnutych MUCI sme numericky skimali pre 3 rézne postupnosti
{xn+i}29%, X

S1 pozostavala x,.j, i =
S2 pozostavala xn..j, i
S3 pozostavala x,;, i =

2,...,10000 generovanych z R(X)
2,...,10000 generovanych z Tr(X,0)
2,...,10000 generovanych z Tr(X, 1)

1,
1,
1,

- 1000 000 realizacii Zx, U
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna

Si: Xpyiy i =1,2,...,10000 generovanych z R(X), X = [-7,7]

kalibracia

1—a=0095

T=2

7T=3

T=4

n=10
n=20
n=30
n=40
n=50

0.9688
0.9724
0.9728
0.9729
0.9699

0.9725
0.9776
0.9797
0.9824
0.9780

0.9753
0.9825
0.9827
0.9874
0.9830
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna

So: Xpyiy i =1,2,...,10000 generovanych z Tr(X,0), X = [—7, 7]

kalibracia

1—-a=0095

T=2

7T=3

T=4

n=10
n=20
n=30
n=40
n=50

0.9647
0.9644
0.9621
0.9584
0.9561

0.9684
0.9711
0.9700
0.9678
0.9643

0.9711
0.9759
0.9773
0.9772
0.9724
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Jednorozmerna absolutna kontrolovana viacnasobna

S3: Xpyiy i =1,2,...,10000 generovanych z Tr(X, 1), X = [-7,7]

kalibracia

1—-a=0095

T=2

T=3

T=4

n=10
n=20
n=30
n=40
n=250

0.9678
0.9709
0.9717
0.9708
0.9692

0.9723
0.9769
0.9795
0.9807
0.9774

0.9755
0.9810
0.9828
0.9852
0.9825
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia

Kalibracny experiment
Y,=Bx; + €, € ~ Nq(O, Z)

@ X1,X2,...,X,-zname m x 1 vektory
@ B g x m matica

@ 3 g x q pozitivne definitna matica
@ B, X - nezname parametre
oY=(Y.Y...,Y)

O X =(X1,X2,...,Xn)

B=yX"(xx")y"', S =A/(n—m), A= Y[l,— X"(XX") ' X]YT ~
Wq(32,n—m)
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viacnasobna
kalibracia

Y ~ N(BX, I, ® ¥), Y(x) ~ N(Bx,X)

Ak by boli B, X zname — x = (B'S7'B)"'B"S~1Y(x)
s kovarian¢nou maticou (B"X~"B)~" a vhodny pivot na konstrukciu
oblasti pre x by bol (x — x)"B"="1B(x — x).

Krishnamoorthy, K. and Mathew, T.(2008) Statistical Tolerance
Regions: Theory, Applications, and Computation, Wiley

Mathew, T., and Zha, W. (1997) Multiple Use Confidence Regions in
Multivariate Calibration, Journal of the American Statistical
Association 92, 1141-1150.

Mathew, T., and Zha, W. (1996) Conservative Confidence Regions in
Multivariate Calibration, The Annals of Statistics 24, 707-725.

28/36



Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia
Y ~N(BX,I,® ¥), Y(x)~ N(BX,X)

Ak by boli B, X zname — X = (B 'B)"'B"E""(Y(x) — By)
s kovarianénou maticou (B"X~"'B)~" a vhodny pivot na kontrukciu oblasti
pre x by bol (X — x)"B"S7'B(x — x).

B.X nezname — X = (BTA-'B)"'BTA-'Y(x)

T =119 1% —x)TBTAB(x — x)
=roars iy(x) - Bx"TA'B(BTA'B)'BTA "
[Y(x) — Bx]

Mathew, T., and Zha, W. (1996) Conservative Confidence Regions in Multivariate
Calibration, The Annals of Statistics 24, 707-725.
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia

Pivotna premenna pre konstrukciu simultannej kalibranej oblasti

T(x) :%(x —x)TBTA ' B(x — x)
=#[m) _BXTA'B(BTA'B)'BTA '«
[¥(x) — Bx]

Simultanna kalibra¢na oblast

{x: T(x) < Ax)}
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia

Podmienka viacnasobne pouzitefnych konfidenénych oblasti

=1-«

1« "
K Z C(Xnii; B, A) > v
i=1

P B.A
C(x; B, A) = Py {T(x) < \(x)|B, A}

Podmienka simultannych toleranényh oblasti

Poalrincts B> -] <1
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna

kalibracia
Ak g = m,
«T(x) = #[Y(x) — Bx]"A7'[Y(x) — Bx]
- %(z — dH)"V~(Z - dH)

Z ~ N(0,1y), d® = x"(XXT)""x, H~ N(0,Ig), V ~ Wy(lg,n — m
q

Krishnamoorthy, K. and Mathew, T.(2008) Statistical Tolerance Regions:
Theory, Applications, and Computation, Wiley

Simultanne toleranéné oblasti

Pu.v [mdin P {w

(Z—dH)"V='(Z — dH) < A(d)|H, v} > 7} =1-a
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia

Ad) = AZ(4)2 +/q+2d],d €D

Algoritmus

1.deD,1=1,2,...,m; (m = 1000)

2. vygeneruju sa H; ~ N(0,ly), Vi ~ Wy(lg,n—m), i=1,2,...,mp;
vygeneruja Zj ~ Ng(0,1), j=1,2,...,my (mo = 100 000,

ms = 10 000)

3. zvolisa A

4. pre kazdé i sa pre kazdu hodnotu d; sa stanovi pomer (Rz(d))) Zj,
j=1,2,...,ms pre ktoré

n—2m-+1 _
——————(Zj— dH)TV(Z — dH;) < \(d))

5. stanovi sa pomer (R) H;, V; pre ktoré ming,
zmenime ) a zopakujem 3-5kym R=1— «
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna
kalibracia

Akg>m
n—-m-q+1[Y(x)-Bx]TA"'B(BTA"'B)"'B"A'[Y(x) — Bx]
m 14 YT(x)[A~'— A-'B(BTA-1B)-'BTA-]Y(x)

F G
e+ (@ - mF/(n-q+1)

G~ ng F~ qum,n7q+1

U(x)

Mathew, T., and Zha, W. (1996) Conservative Confidence Regions in
Multivariate Calibration, The Annals of Statistics 24, 707-725.
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Viacrozmernd absolUtna kontrolovana viachasobna

kalibracia
Akg>m
Pro|minP{F &G < MA)IF, Gl > 4] =1-a
el U T+ (- m)F/(n—q+ 1)) = e

A(d) = AlZi4y)2 +/q+2d], d €D
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Dakujem za pozoronost'!

36/36



