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Kullbackova Leiblerova divergencia

Kullbackovu Leiblerovu divergencia (KLD) [S. Kullback, R.A. Leibler
(1951)]:

KLD(pila) = [ pty)in B oy
Y (y )
> Y je spojita ndhodna veli€ina
» p, g su pravdepodobnostné hustoty
Vlastnosti KLD:
> nie je symetricka
> nezaporna
» minimum rovné nule nadoblda +» p = g a.e.
» nie je zhora ohrani¢ena
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*(evergenci)  Rowdady ddvergencle  Exponencidinerozdelenie
Kullbackova Leiblerova divergencia

Vyuzitie:

» testovanie hypotetickej hodnoty parametru rozdelenia zrazkovych
Ghrnov
S.V. Weijs, N. Van De Giesen (2011): Accounting for Observational
Uncertainty in Forecast Verification: An Information-Theoretical View on
Forecasts, Observations, and Truth.

» testovanie hypotetickej hodnoty parametru + asymptotické vlastnosti
testovej Statistiky
A. Basu, A. Mandal, N. Martin, L. Pardo (2013): Testing statistical
hypotheses based on the density power divergence.

» Bregmanova mocninna vzdialenost (vztah ku KLD)

A.L. Kisslinger, W. Stummer (2013): Some Decision Procedures Based
on Scaled Bregman Distance Surfaces.
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@@egenc) T Roddady Mdvergenie Exponencine rozdelenie.
Exponencialna rodina rozdeleni

Yi,..., Yy - ndhodny vyber z rozdelenia patriaceho do
exponencialnej rodiny

Tvar pravdepodobnostnej hustoty rozdelenia patriaceho do
exponencialnej rodiny

h(yl0) = exp {—v(y) + T(y)"7(0) - C(+(9))}
kde 6 € ©, T(y) je postacujuca Statistika

Podmienky regularity:
» vyberovy priestor je otvorenou mnozinou v RV
» mnozina © je podmnozinou R™, m < N
» zobrazenie v : © — R je dvakréat spojito diferencovatelnana int(©)
> ... [Pazman 1993]

Statisticka inferencia v exponencialnej rodine zalozena na I-divergencii 428



Podmienky hladkosti:

» Pre y € R oznaéme

w0 =in [ exp {~ity+T(y™)} oy

Predpokladame tiez, Ze mnozina

Fz{’yERk:n(’y)<oo}

ma neprazdne vnutro

> A tiez predpokladame, ze:

{y:ye ) C {6’;(77) = int(l’)}

[m] = =

= o>
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Definicia /-divergencie

Majme subor ndhodnych veli¢in Y;, ..., Yy, N < oo, ktoré
» nezavislé

» rozdélenych podfa rozdelenia z exponencialnej rodiny s
pravdepodobnostnou hustotu tvaru:

h(yly) = exp {—¥(y) + T(y)7 — x(7)} (1)
Dalej budeme predpokladat:
{tly -y € Y)} SH{E,[T(Y)] : v € int(T)}

V regularnej exponencialnej rodine mame podra [Barndorff-Nielsen
(1978)]:
9k(7)

E,[T(y)] = R
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Definicia /-divergencie
I-divergenciu potom definujeme ako

In(y;~*) = KLD(h (}'I:ry)llh(}'l’r*))

/h y17y)in 2 y) ylvy)
(yly )
N

= Z(T(yl Fi+Ing(5)) = > (T +Ing(37)).
i=1

i=1

> Fy, =15 ,An)" - vektor maximalne vierohodnych odhadov
zaloZzenychnay;,i=1,...,N

» ~* vektor obsahujuci N zvolenych hodnot
» Z podmienok na hladkost sme vyuzili vztah

9k(y) _
oy T(y)
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R ———
Rozklad Iy na Ry, Sy

Uvazujme maximalne vierohodny odhad 4y g zalozeny na yy,...,yn
Definujme Ry, Sy

N N

Rv=>_ (meT(y) +In(g(3me))) — > (v T() +In(9(0)))
i=1 i=1
N N

Sv=">_ (T3 +n(@(3)) = > (TW)Ame + In(g(3mee)))

=1 =1
Vidime, zZe
In=Rn+ Sy
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Ao
Interpretacia Casti Ry, Sy

Sy reprezentuje testovu Statistiku testu pomerom vierohodnosti:

Hy:vi=...=~nv vs. Hj: lubovolnévhodné~, ~eTl

Ry representuje testovu Statistiku testu pomerom vierohodnosti:

Ho:vi=...=9w=% Vvs. Hi:v#n.

=] 5
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*rdvergendia T Rodady vergende)  Exponenciinerosdelenie
Nezavislost Ry, Sy

» Gamma rozdelenie: Ry, Sy sU nezavislé, odvodené v [Stehlik (2003)].
» Exponencialne rozdelenie: je Specialny pripad Gamma rozdelenia, Ry,

Sy sl nezavislé.
> Pareto rozdelenie: pouzijeme vztah

Y ~ Pareto(Xm, ) = X =1n (xl) ~ Exp(a)
m

Potom mame Ry, Sy nezavislé.
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Uvod
> Yi,..

., Yn nezdvislé, Exp(v), kde v = (v,
> hustota Y;

)T
h(yilvi) =~ve ", yi>0
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Uvod
> Yi,..

., Yn nezavislé, Exp(v), kde v = (w1,
> hustota Y;

. 77N)T
h(yilyi) = vie ™, ¥ >0
» |-divergencia

In(y,7") = /yh(y|iy\y)|n h(ylAy)

dy
h(y|v*)
=] 5 = E £ DA
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Uvod
> Y,

., Yn nezavislé, Exp(vy), kde v = (1,
> hustota Y;

)T
h(yilyi) = vie” ™™,

In(y,7") = ‘/yh(y|¢y\y)|n h(ylAy)

Ayl) Y
» pre exponencialne rozdelené nahodné veli€iny

yi>0
» [-divergencia

In(Y,0) = Nanyi—ZlnnyrvoZyi— N'”(’YOZYI’) -N

[m]

5
inferencia v expc

DA >
1ej rodine zaloZena na /-divergencii

11/24



*rdergendia T Roaady vergencie  (Exponenciine osdelenie)
Rozdelenie In(y, o)

» pre N < 4, distribuéné funkcia Iy je zndma a je mozné ju zapisat
analyticky

> pre N=1

Fi(x) = {gxp{%17W°(_ exp{—1— x}} — exp{yo "y W_s(—exp{—1 — x}}

kde Wp, W_+ sU dve redlne vetvy Lambertovej W-funkcie
» Lambertova W-funkcia je rieSenim rovnice

z=W(z)e"?

pre fubovolné z komplexné
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Graf /4
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e
QQ-plot F1(/(y,0)) pre v =y = 1
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A
QQ-plot F1(/1(y,v0)) pre v # 7o
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R RRRRSiiiiiEEEmLE
Rozdelenie In(y, o) pre N > 1

» distribuynéa funkcia /y odvodend analyticky pre N < 4, ale komplikovana
» vyuzijeme dekompoziciu Iy = Ry + Sy, asymptotické rozdelenie Ry a
priblizné rozdelenie Sy, kde
Ru="%Y_yi—NIn(y%Y y)=N+NhN
i i

Sv=NInd yi—NInN=> "Iy

[m] = =
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A
Rozdelenie In(y, o) pre N > 1

» distribuynéa funkcia /y odvodend analyticky pre N < 4, ale komplikovana
priblizné rozdelenie Sy, kde

» vyuzijeme dekompoziciu Iy = Ry + Sy, asymptotické rozdelenie Ry a
Ru="%Y_yi—NIn(y%Y y)=N+NhN
i i

Sy=NIn> "y, —NInN->Iny,
> asymptoticky

» priblizne

Ry ~ &

1 T+5) 2

XN—1
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QQ-plot pre Fio(ho(y,70)), 7 =70 = 1
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g ooy favergenle T (@ooneneie o)
QQ-plot pre Fio(ho(y, 7)), 7 # o
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QQ-pIot pre ,:_50(I50(y, ’}/o)), Y= = 1
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 vergenea T ey Ravergene T Gonenatine asens)
QQ-plot pre Fso(lso(y,70)), ¥ # 70
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B
Aproximacia hustoty MLE

» saddlepoint aproximacia hustoty postacujicej Statistiky

qr(tly) = (2m) "2 [T exp{tvi+1}

» saddlepoint aproximacia hustoty MLE

i) = @ [[ T o {1 -1 |

[m] = =

= A
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