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ABSTRAKT
V pŕıspevku sa zameriavame na funkcionálne dáta a niekol’ko rôznych pŕıstupov k určovaniu h́lbky funkcíı použ́ıvaných v
literatúre. Ukazujeme, že silný výsledok autorov López-Pintado a Romo [4, Thm 4] o rovnomernej konzistencii výberovej pásovej
h́lbky neplat́ı (ani za silneǰśıch predpokladov). Navrhujeme dva rôzne pŕıstupy k úprave pásovej h́lbky tak, aby rovnomernú
konzistenciu už bolo možné zaručit’. Pre integrálne h́lbky tým rozširujeme výsledky Fraimana a Munizovej [1, Thm 3.1].

HĹBKA FUNKCÍI
Štatistická h́lbková funkcia (h́lbka) je zobrazenie

D : S × P(S) → R
+ (→ [0, 1]),

kde P(S) označuje triedu pravdepodobnostných rozdeleńı na priestore S. H́lbka
indukuje na S usporiadanie v smere z

”
od centra k okrajom“, t.j. typické po-

zorovania v okoĺı
”
centra“ rozdelenia P ∈ P (S) majú vysoké hodnoty h́lbky,

zatial’ čo odl’ahlé a
”
netypické“ pozorovania voči P majú h́lbku bĺızku 0. Jedná

sa o moderný nástroj neparametrickej analýzy dát, ktorý sa dá považovat’ za
zovšeobecnenie kvantilov pre mnohorozmerné dáta. Výčet použ́ıvaných h́lbok a
ich vlastnost́ı pre S = R

d nájdeme napr. v článku Zua a Serflinga [5].
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Obr. 1: Pás troch funkcíı vl’avo, pásová h́lbka náhodného výberu vpravo (J = 3).

V pŕıpade funkcionálnych dát (S = C([0, 1])) existujú dva základné pŕıstupy

k určovaniu h́lbky. Nech x ∈ C([0, 1]) a P ∈ P (C([0, 1])).

• Pásové h́lbky (López-Pintado a Romo [4]) pre J = 2, 3, . . .

BDJ) (x;P ) =
1

J − 1

J
∑

j=2

P (G(x) ⊂ B (X1, . . . , Xj)) , (1)

kde G(x) je graf funkcie x a B (X1, . . . , Xj) je pás, teda oblast’ medzi minimom a
maximom náhodných funkcíı X1, . . . , Xj (pozri obr. 1).

• Integrálne h́lbky (Fraiman a Muniz [1], Hlubinka a Nagy [2]) pre h́lbku D na R

ID (x;P ) =

∫ 1

0

D (x(t);P (t)) dt,

kde P (t) je marginálne rozdelenie P v t.

KONZISTENCIA HĹBKY
Každá rozumná h́lbka D muśı byt’ konzistentná. Označme Pn ∈ P (S) rozdele-
nie náhodného výberu z P o rozsahu n. Potom D je konzistentná na S

• bodove ak D (x;Pn)−D (x;P )
s.i.

−−−→
n→∞

0 pre každé x ∈ S,

• rovnomerne ak supx∈S |D (x;Pn)−D (x;P )|
s.i.

−−−→
n→∞

0,

• univerzálne ak supx∈S |D (x;Pn)−D (x;P )|
s.i.

−−−→
n→∞

0 pre každé P ∈ P (S),

• uniformne ak supP∈P(S) supx∈S |D (x;Pn)−D (x;P )|
s.i.

−−−→
n→∞

0.

(Ne)konzistencia pásovej h́lbky
Kl’́učovým výsledkom práce López-Pintadovej a Roma [4, Thm 4] je
Tvrdenie: Nech P ∈ P (C([0, 1])) má absolútne spojité marginálne rozdele-

nia. Potom BDJ) rovnomerne konzistentná na každej rovnako spojitej množine
E ⊂ C([0, 1]).

Dôkaz: Pretože lim‖x‖→∞BDJ) (x;P ) = 0, môžeme sa obmedzit’ sa na

množinu {‖x‖ < M} pre M > 0. Rovnako obmedzená množina rovnako
spojitých funkcíı je podl’a Arzéla-Ascoliho vety totálne obmedzená. Pretože

BDJ) (.;P ) je spojitý funkcionál pre P s absolútne spojitými marginálnymi
rozdeleniami, stač́ı dokázat’ pre N ∈ N pevné

max
{xi}

N
i=1⊂E

∣

∣

∣
BDJ) (xi;Pn)− BDJ) (xi;P )

∣

∣

∣

s.i.
−−−−→
n→∞

0

čo plat́ı, pretože BDJ) (.;Pn) je obmedzená U-̌statistika. �

Problémy dôkazu sú ale dva: BDJ) (.;Pn) je iba polospojitá (Pn nemá abs.

spojité marg. rozdelenia). Navyše by nestačila ani spojitost’ BDJ) (.;Pn),
ak by platila. Aby dôkaz fungoval, nutná by bola rovnaká spojitost’ všetkých

{

BDJ) (x;Pn)− BDJ) (x;P )
}

x∈E,n∈N
.

To, že BDJ) skutočne nie je univerzálne konzistentná, je možné ukázat’

na pŕıklade postupnosti (lipschitzovských) funkcíı. Definujme X ∼ P ∈
P (C([0, 1])) takto:

• P (X(t) = 0 pre všetky t ∈ [0, 1]) = 0.5.

• Rozdel’me interval [0, 1]
”
diadicky“ na disjunktné subintervaly d́lžok

{

2−j
}

j∈N
. Ak

X 6≡ 0, na každom subintervale bude X nulová s pst’ou 0.5 alebo nadobudne skok
s pst’ou 0.5. Skoky nastávajú nezávisle od seba.

• Pre postupnost’ {xj}j∈N funkcíı s práve jedným skokom, inde 0 (obr. 2) plat́ı

sup
j∈N

∣

∣

∣
BD2) (xj;Pn)−BD2) (xj;P )

∣

∣

∣
≥ 0.25 pre nekonečne vel’a n ∈ N s.i.

(Napŕıklad) BD2) teda nie je rovnomerne konzistentná voči P .
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Obr. 2: Prvých šest’ funkcíı xj.

Rozdelenie P nie je marginálne abs. spojité,
je však jednoduché modifikovat’ ho tak, aby
bolo a zároveň protipŕıklad fungoval.

Konzistentné funkcionály
Pretože BDJ) je obmedzená U-̌statistika, je
bodove konzistentná. Ďalej, nahradeńım
indikátoru v 1

”
lipschitzovskou“ ver-

ziou je BDJ) uniformne konzistentná
na kompaktných množinách. Výsledok
môžeme dokázat’ doplneńım dôkazu López-
Pintadovej a Roma o vlastnosti U-̌statist́ık [3, Thm 2.1.4]. Univerzálna kon-
zistencia sa dá dokázat’ aj priamo pomocou Blum-deHardtovho ZVČ.
Inou možnost’ou je prechod k integrálnym h́lbkam, pre ktoré je možné

dokázat’ univerzálnu konzistenciu bez akýchkol’vek predpokladov, ak je výberová
verzia h́lbky U-̌statistika. K-pásové h́lbky [2], rovnako ako Fraimanove-

Munizovej h́lbky [1], sú teda vždy univerzálne konzistentné. Fraiman
a Munizová [1, Thm 3.1] dokázali analogickú vetu za d’aľśıch predpokladov na
rozdelenie P .
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