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ABSTRAKT

V prispevku sa zameriavame na funkciondlne data a niekolko rdéznych pristupov k ur€ovaniu hl'bky funkcii pouzivanych v
literatire. Ukazujeme, Ze silny vysledok autorov Lépez-Pintado a Romo [4, Thm 4] o rovnomernej konzistencii vyberovej pasovej
hl'bky neplati (ani za silnejSich predpokladov). Navrhujeme dva rozne pristupy k tprave pdasovej hibky tak, aby rovnomernu
konzistenciu u? bolo mozné zarutit. Pre integralne hibky tym rozsirujeme vysledky Fraimana a Munizovej [1, Thm 3.1].

HLBKA FUNKCII
Statisticka hlbkova funkcia (hlbka) je zobrazenie

D:SxP(S)—=R" (=]0,1]),

kde P(S) oznacuje triedu pravdepodobnostnych rozdeleni na priestore .S. Hibka

indukuje na S usporiadanie v smere z ,,od centra k okrajom®, t.j. typické po-
zorovania v okoli | centra®“ rozdelenia P € P (5) maji vysoké hodnoty hlbky,

zatial ¢o odlahlé a ,netypické® pozorovania voéi P maji hlbku blizku 0. Jedna spojité marg. rozdelenia). Navyse by nestacila ani spojitost BDY) (.; P,)

BDY) (.; P) je spojity funkcional pre P s absolutne spojitymi marginalnymi
rozdeleniami, staci dokdzat pre N € N pevné

BD?) (x;; P,) — BD?) (x; P)
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¢o plati, pretoze BDY) (.; Py) je obmedzena U-statistika. ]
Problémy dokazu su ale dva: BDY) (.; Py) jeiba polospojita (P, nema abs.

)

sa 0 moderny nastroj neparametrickej analyzy dat, ktory sa da povaioyaﬁ za ak by platila. Aby dokaz fungoval, nutnéd by bola rovnaka spojitost vietkych

zovseobecnenie kvantilov pre mnohorozmerné data. Vycet pouzivanych hlbok a

ich vlastnost{ pre S = R? n4jdeme napr. v ¢lanku Zua a Serflinga 5].

—— 10 % najhlbsich fcii
—— 10 % najmenej hlbokych fcii

Obr. 1: Pds troch funkeif viavo, pasova hibka ndhodného vyberu vpravo (J = 3).

V pripade funkcionédlnych dat (S = C(|0,1])) existuju dva zdkladné pristupy
k urcovaniu hlbky. Nech x € C(|0,1]) a P € P (C([0, 1])).

e Pisové hibky (Lépez-Pintado a Romo [4]) pre J = 2,3, . ..

ZP(G(QZ) CB(Xla-”an))a

J=2

BDY) (z; P) = T (1)

kde G(x) je graf funkcie x a B (X7, ..., X;) je pas, teda oblast medzi minimom a

maximom nahodnych funkeif Xy, ..., X; (pozri obr. 1).

e Integrilne hibky (Fraiman a Muniz |1], Hlubinka a Nagy [2]) pre hibku D na R

ID (z; P) = /ID(ﬂ?(t%P(t)) dt,

kde P(t) je marginédlne rozdelenie P v t.

KONZISTENCIA HLBKY

Kazdd rozumnd hibka D musf byt konzistentnd. Oznacme P, € P (.S) rozdele-
nie nahodného vyberu z P o rozsahu n. Potom D je konzistentna na S

e bodove ak D (z; P,) — D (z; P) 25 0 pre kazdé x € S,

n—oo

e rovnomerne ak sup,.q|D (z; P,) — D (z; P)| S,

n—oo

e univerzalne ak sup,.q |D (z; P,) — D (z; P)| 25 0 pre kazdé P € P (),

n—oo

e uniformne ak sup pep(g) Sup,es |D (7; Py) — D (x; P)) ),

n—oo

(Ne)konzistencia pasovej hibky

Klicovym vysledkom prace Lopez-Pintadovej a Roma [4, Thm 4] je

Tvrdenie: Nech P € P (C(|0,1])) mé absolitne spojité marginalne rozdele-
nia. Potom BDY) rovnomerne konzistentna na kazdej rovnako spojite] mnozine
E C C(|0,1]).

Doékaz: Pretoze lim BDY) (z; P) = 0, mozeme sa obmedzit sa na

]| =00
mnozinu {||z|| < M} pre M > 0. Rovnako obmedzend mnozina rovnako

spojitych funkeif je podla Arzéla-Ascoliho vety totdlne obmedzend. Pretoze

{BDJ> (z; P,) — BD”) (az;P)} .
reFE neN
To, 7 BD” ) skutocne nie je univerzalne konzistentnd, je mozné ukézat

na priklade postupnosti (lipschitzovskych) funkcii. Definujme X ~ P €
P (C(|0,1])) takto:

e P(X(t) =0 pre vsetky t € [0, 1]) = 0.5.

e Rozdelme interval [0, 1] ,diadicky® na disjunktné subintervaly dlzok {Z_j }jeN' Ak

X # 0, na kazdom subintervale bude X nulovd s pstou 0.5 alebo nadobudne skok
s pstou 0.5. Skoky nastdvaji nezdvisle od seba.

e Pre postupnost {x; }j .y funkeif s prave jednym skokom, inde 0 (obr. 2) plati

sup |BD? (z; P,) — BD? (z;; P)| > 0.25 pre nekonecne vela n € N s.i.
jeN

(Napriklad) BD? teda nie je rovnomerne konzistentna voci P.

Rozdelenie P nie je marginalne abs. spojité,
je vak jednoduché modifikovat ho tak, aby
bolo a zaroven protipriklad fungoval.
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Konzistentné funkcionaly

Pretoze BDY) je obmedzena U-statistika, je
bodove konzistentna. Dalej, nahradenim
indikatoru v 1 ,lipschitzovskou* ver-
ziou je BDY) uniformne konzistentna
na kompaktnych mnozinach. Vysledok
mozeme dokézat doplnenim dokazu Lopez-
Pintadovej a Roma o vlastnosti U-statistik [3, Thm 2.1.4]. Univerzalna kon-
zistencia sa da dokazat aj priamo pomocou Blum-deHardtovho ZVC.

Inou moznostou je prechod k integralnym hibkam, pre ktoré je mozné
dokézat univerzalnu konzistenciu bez akychkolvek predpokladov, ak je viberova
verzia hlbky U-statistika. K-pdsové hibky [2], rovnako ako Fraimanove-
Munizovej hibky 1], st teda vzdy univerzalne konzistentné. Fraiman
a Munizovd [1, Thm 3.1] dokdzali analogicki vetu za dalsich predpokladov na
rozdelenie P.
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Obr. 2: Prvych Sest funkeif z;.
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