ABSTRAKT

Coxuv bodovy proces, neboli dvojné stochasticky proces, nabizi
flexibilni? rdmec pro modelovani shlukoviych bodovych procesi.
Bude predstaven model nestaciondrniho casoprostorového Cozxova
procesu vyuzivajici jadrové zhlazeni Lévyho bdaze jako ridici funkct
intenzity a budou diskutovdny mozZnosti odhadu parametri mod-
elu v pripadé casoprostorové separability pouzitého vyhlazovaciho
jadra.

PrestozZe tento proces meni separabilni, umozZnuje splnéni této
podminky zaloZit odhady parametru na margindlnim casovém a
prostorovém procesu, tedy projekci procesu do ¢asové, resp. pros-
torové domeény.

COXOVY PROCESY S LEVYHO
BAZI

Umoznuji modelovat shlukové procesy s variabilni vahou shluku
(stfednim poctem bodu ve shluku).

A nezéporng ndhodnd mira na R? s hustotou A(u) vzhledem
k Lebesgueové mite

Coxuv bodovy proces — tzv. dvojné stochasticky proces — podminéné
pii daném A = Ay ma rozdéleni Poissonova procesu s mirou intenzity

Ag.

Coxuv proces s Lévyho bazi (LCP) — ndhodna mira A ma hustotu
Au) = / k(u, v)L(dv), ueRY
Rd

kde L je nezéporné Lévyho béze na RY (nekonecné délitelna, nezavisle
rozptylena nahodna mira), k je (spravné integrovatelné) vyhlazovaci
jadro. Predpokladame, Ze pro fixovanou jednu souradnici se pres
druhou vyintegruje na 1. Pro detaily viz [3].

Shot-noise reprezentace LCP
Pro bazi L bez gaussovské casti je k dispozici shot-noise reprezentace

LCP ve tvaru
Mu)= > rk(u,v),
(v,r)eD

kde ® je poissonovskd mira na R% x (0,00) s mirou intenzity

U(dv, dr), viz |3].
Stacionarni LCP:

o k(u,v) = k(v —u),
o faktorizace U(dv, dr) = pu V' (dr) dv.

Parametr 1 popisuje pocet shluku, mira V' urcuje typ baze a rozdéleni

vah shluku.
Pifklad: gama béze s V(dr) = I(r > 0)r—te=" dr,6 > 0.
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Figure 1: Ukazka realizaci stacionarnich LCP s ruznym typem baze
(zleva Poissonova, gama a inverzni gaussovska baze).

STACIONARNI MODEL - PROS-
TOROVY

Momentové charakteristiky stacionarntho LCP X  dostupné
v uzavieném tvaru, pro prehlednost dale uvazujme stacionarni LCP
s gama, bazi:

14 1

p=7, glu,v)=1+—-Ix(v—u), K(r)= / 9(u) du,
0 ( B(0,r)

e p — intenzita procesu, pocet bodu procesu na jednotku objemu,

e g — parova korela¢ni funkce, g(u,v)dudv odpovida pravdépodob-
nosti pozorovani dvojice bodu procesu v mistech u a v,

o [1(v—u) = Jpak(v—2)k(u— z)dz,
o { — tzv. K-funkce, K(r) odpovida strednimu poctu bodu ve

vzdalenosti mensi nez r od typického bodu procesu, normovanému
intenzitou.

Odhad parametru

X — uvazovany proces,
W — pozorovaci okno
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Odhad parametru gama béaze p a (vektorového) parametru w jadra
k metodou minimalniho kontrastu — minimalizace miry diskrepance
D(p,w) vzhledem k g, w:

D(p,w) = /RZVA@(T) — K(r; p,w)” dr,
Ry
o K(r; u,w) — teoreticky tvar K-funkee,
o K (r) — neparametricky odhad empirické K-funkce,
e ¢ — exponent stabilizujici rozptyl, typicky ¢ = 1/2 nebo 1/4,

e R, Ro — vhodné zvolené parametry:.

Odhad parametru 6 pak ze znalosti i (viz vyse) a primocarého odhadu
p=|XNW[/[W].

NESTACIONARNI MODEL — PROS-
TOROVY

Nehomogenita vnesena do modelu pomoci ztenceni zavislého na poloze
— funkce nehomogenity f(u) spliujici max f = 1, kazdy bod sta-
cionarniho procesu x € X ponechan s psti f(z), jinak odstranén.
Zbylé body — nehomogenni proces X .

Ztenceni se projevi v momentovych charakteristikach 1. radu, 2. radu
ne = Xy ma vlastnost SOIRS (prevdzena stacionarita 2. fadu, viz
[1]) = moznost definovat parovou korelacni funkci a K-funkei i v ne-
homogennim pripadé.

Opét model s gama bazi:

. U u,v) = 1 v—u r) = uw) du
plu) = G, olu,0) = 1ty K0)= [ gtu)au

Dvoukrokovy odhad parametru

Xy — ztenceny proces,
W — pozorovaci okno,
f(u) — funkce nehomogenity spliujici maxy, f = 1

Postup odhadu:

1. odhad p(u) jadrové nebo parametricky (viz [5]),

2. odhad p a w minimalnim kontrastem jako ve stacionarnim piripadé.

AN

p(u) nutné k neparametrickému odhadu K-funkce = vyssi variabilita
odhadu K = vyssi variabilita odhadu parametru nez ve stacionarnim
pripadeé

Odhad parametru 6 pak ze znalosti u, skutecnosti, ze maxyy f = 1,
a roviice

/ plu)du = | XN W]
4%

CASOPROSTOROVY MODEL

Casoprostorovy LCP X v R? x R. Shot-noise reprezentace:

Mu,t)= > rk((ut),(v,s), (u,t) € R* xR,
(r,v,5)€D

® poissonovskd mira na RT x R? x R s mirou intenzity U, k vyhla-
zovaci jadro.

Stacionarni casoprostorovy LCP X:

o k((u,t),(v,s)) =k(v—u,s —1),
o faktorizace U(dr,d(u,t)) = pV (dr)d(u,t), wu > 0.

Charakteristiky stacionarniho casoprostorového LCP s gama bazi:

1
plust) = g ((w0), (v,8) = 1+ 2Ty(o = u,s — 1),
kde Ir(v —u,s —t) = Jpo Jp k(v — 2,5 = T)k(u — z,t — 7) dT dz.

Ztenceny proces X ¢ s funkef nehomogenity f(u,?):

plout) = B f 1), g((u,), (v,5)) = 1+ iw 5 —1).

Nehomogenni verze K-funkce definovana jako

t
K(Tjt)_/B(O >/tg(u,s)dsdu.

Dvoukrokovy odhad parametru

Analogicky jako v prostorovém pripadé. V neparametrickém odhadu
K (r,t) pouzivany odhady casoprostorové funkce intenzity p(u,t) —
typicky odhadovana z malého mnozstvi dat, nestabilni, vede k nesta-
bilnim odhadum parametru modelu.

PROJEKTOVANE PROCESY

P11 splnéni urcitych predpokladu je mozné zalozit odhady na projekei
procesu do prostorové a casové domény (inspirovano clankem [4]).

Pro pevné prostorové pozorovaci okno W, |W| > 0, a casovy interval
0,T],T > 0, definujme projektované procesy

Xspace = {u:(u,t) € Xfat e [0, 7]},
Xtime =11 : (u,t) € Xp,u € W}

Dodatecné predpoklady — separabilita:

o fu,t) = filu)fo(t),u € Wt € [0,T],

o k((u,t),(v,s)) =ki(v—u)ky(s —t),u € W,t €0,T],
v E ]RQ, s € R.

Pak Ii.(v —u,s —t) = I[11(v — u)19(s — t), kde

I1(v—u) = /]R{? ki(v—2)ki(u— 2z)dz

[1o(s —t) = /R]fQ(S — T)ko(t — 1) dT.

Figure 2: Ukazka realizace nestacionarniho ¢asoprostorového LCP
s gama bazi (vlevo) a jeho ¢asova a prostorova projekce (uprostied
a Vpravo).

Prostorova projekce

Ii1(v—u
_U) :1‘|‘Cspace kl( )7

i

C
Kspace(r) = T / Ij1(u) du,
H |ul||<r

T
pspace(u> — %f1<U)/O f2<5> ds,
(v

Jspace (Ua U) = Jspace

1 1T pT
Cspace = (fOT ) dT)Q/O /O /RfZ(S)fZ(t>k2(S_T)k2<t_T> drds dt.

Casova projekce

prime(t) = 5 12(t) [ fi(2)
%%
I1o(t — s
gtime<57 t) — gtime(t — 3) =1+ Ctime k2<,u >7

t

O .
Ktimelt) = 2t + 1228 / Tials)ds,

1
Chime = 5P oy oy oo OS2 a(0—) d=

Odhady parametru

Jako vyse dvoukrokové, zvlast pro Xgpace (odhady f; a parametru
k1) a X¢ime (odhady fo a parametru ko).

Pro vhodné zvolené modely jsou konstanty Cspace, Cime k dispozici
v uzavieném tvaru =- odhady pu, 6.

Vyhoda: stabilnejsi odhady pspace, Ptime 1167 Casoprostorove p = sta-
bilnejsi odhady Kspace, Ktime = stabilnéjsi odhady parametru.

Simulac¢ni studie

Pro zjisténi presnosti odhadu v konkrétnim pripadé byla provedena
simula¢ni studie, viz ¢lanek [2]. Klicova zjistént:

e odhady parametru jader ki, ko — rozumné,

e odhady parametru baze u, 8 — tézké, stabilnéjsi s dopocitanim po-
mOCI/ Cspace DGZ S Ct/im€7

e odhady z Xy;,,. — hrozi problémy s prekryvanim shluku.
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