Statisticka inference pro Coxovy bodové procesy

s Lévyho bazi

Michaela Prokesova

KPMS MFF UK

ROBUST 2012, Némcicky



Bodové procesy v RY

Poissoniiv proces s intenzitou A

L(X(A)) ~ Poiss(A(A))
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Bodové procesy v RY

Poissoniiv proces s intenzitou A

L(X(A)) ~ Poiss(A(A))

Cox0v proces: nahodna mira intenzity A

L(X(A)|A) ~ Poiss(A(A))

@ log-Gaussovské Coxovy procesy

@ Coxovy procesy s Lévyho bazi
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Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Coxtiv bodovy proces s Lévyho bazi (LCP) ma fidici intenzitu tvaru

Au) = /R k(u, v)L(dv), ues,

kde L je nezaporna Lévyho baze na R a k je nezaporna funkce na S x R
takova, ze k(u, -) je integrovatelna vzhledem k L pro kazdé v € S a k(-,v)
je integrovatelna vzhledem k Lebesgueové mife na S, pro kazdé v € R.
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Lévyho baze: nekonecné délitelna, nezavisle rozlozena ndhodna mira na
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Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Coxtiv bodovy proces s Lévyho bazi (LCP) ma fidici intenzitu tvaru

Au) = /R k(u, v)L(dv), ues,

kde L je nezaporna Lévyho baze na R a k je nezaporna funkce na S x R
takova, ze k(u, -) je integrovatelna vzhledem k L pro kazdé v € S a k(-,v)
je integrovatelna vzhledem k Lebesgueové mife na S, pro kazdé v € R.

V dalsim S, R € RY a integral z k pres ui v je 1.

Lévyho baze: nekonecné délitelna, nezavisle rozlozena ndhodna mira na
R.

Lévy-ltoova reprezentace (sdruzena reprezentace charakteristiké funkce
viech L(A) pro A € A) zplsobuje, ze vysledny zkoumany proces je tzv.
shot-noise Coxiiv process (s trendem).
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Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Shot-noise reprezentace

kde ® je Poissonova mira na R x (0, c0) s mirou intenzity U(dr, dv).
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Shot-noise reprezentace

kde ® je Poissonova mira na R x (0, c0) s mirou intenzity U(dr, dv).
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Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Shot-noise reprezentace

kde ® je Poissonova mira na R x (0, c0) s mirou intenzity U(dr, dv).

Pro stacionarni Coxtiv proces s Lévyho bazi plati: k(u,v) = k(v —u)
u(dr, dv) = pV(dr)dv

Priklady:

V(dr) = céi(dr) ... (nasobek) Poissonovy Lévyho baze
— obycejny shlukovy Neyman-Scottiiv proces

V(dr)=I(r>0)r~te=frdr ... gamma Lévyho baze

V(dr)y=1I(r> O)r_g/l'(%) e~%rdr ... inverzni Gaussovska Lévyho baze
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Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Stacionarni Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi:
Poissonova, gamma a inverzni Gaussovska Lévyho baze.
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Vé&rohodnost

Bud x = (x1,...,x,) pozorovana realizace Coxova bodového procesu X
na kompaktnim okné W € RY.

Pro Coxilv bodovy proces s fidici intenzitou Ay je vérohodnost

fo(x) = Eg lexp {|W - /vv )\a(u)du} lee(Xi)] :

pro netrivialni pfipady k odhadu nevhodna.
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Vé&rohodnost

Bud x = (x1,...,x,) pozorovana realizace Coxova bodového procesu X
na kompaktnim okné W € RY.

Pro Coxilv bodovy proces s fidici intenzitou Ay je vérohodnost

fo(x) = Eg lexp {|W - /vv )\a(u)du} lee(Xi)] :

pro netrivialni pfipady k odhadu nevhodna.

— momentové metody
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Momentové miry, soucinové hustoty

Soucinové hustoty prvniho a druhého fadu p, p(®:

Pro kazdé nezaporné Borelovské funkce hq, h, na R, resp. RY x RY plati

/hl(u)p(u)du — EY hw)

ueX
#
//hg(u, VP (u,v)d(u,v) = E Z ha(u,v).
u,veX
—
p(u)du ... "stfedni pocet bodil procesu v du"

pP®(u, v)d(u, v) ... "stiedni pocet dvojic bodti v d(u, v)".
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Momentové miry, soucinové hustoty

Odvozené charakteristiky:

o . _ ()
Parova korelaéni funkce g(u,v) = FORO)
ve stacionarnim pripadé:
2
o (u,v
o) =p el = )
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Momentové miry, soucinové hustoty

Odvozené charakteristiky:

o . _ ()
Parova korelaéni funkce g(u,v) = FORO)
ve stacionarnim pripadé:
2
o (u,v
o) =p el = )

K funkce ve stacionarnim pripadé

K(R) = / g(u)du = E[X(B(o, R)\{0}) [X({o}) = 1] /p, R >0.
B(o,R)
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Momentové vlastnosti

Vzorce pro soucinové hustoty LCP:
p(u) = EA(u) = / / k(u, v)U(dr, dv)
Ry JR

Ju, Jr Pk(u, 2)k(v, 2)U(dr, dz)

gluv) =1+ ()p(v)
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Momentové vlastnosti

Vzorce pro soucinové hustoty LCP:
Specialné pro stacionarni LCP

Varl! I (v — u)
p(u) = pEL, g(u,v) =1+ (T

kde
(v —u) = /]Rd k(v —z)k(u — z)dz

a EL’',Varl’ jsou charakteristiky Lévyho baze.
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Momentové vlastnosti

Vzorce pro soucinové hustoty LCP:
Specialné pro stacionarni LCP

Varl! I (v — u)
p(u) = pEL, g(u,v) =1+ (T

kde
(v —u) = /]Rd k(v —z)k(u — z)dz

a EL’',Varl’ jsou charakteristiky Lévyho baze.

Pro nase priklady:

‘ Poissonova LB gamma LB inverzni Gaussovska LB

c 1/6 1/V6
1/EL 1 EL

EL
Varl'/(EL')?
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Odhady parametri

Pozorujeme (jednu) realizaci LCP na kompaktnim okné W.

Odhady parametrii ziskame metodou minimalniho kontrastu (MCE) pro
parovou korelaéni funkci g nebo pro K funkci

Minimalizaci kontrastni miry

/ [K9(u) — K9(u; O du

ziskame ¢ = (o, 3), kde o znaé&i (vektorovy) parametr jadra k a
B _ 1 VarL’ )
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Odhady parametri

Pozorujeme (jednu) realizaci LCP na kompaktnim okné W.

Odhady parametrii ziskame metodou minimalniho kontrastu (MCE) pro
parovou korelaéni funkci g nebo pro K funkci

Minimalizaci kontrastni miry

/ [K9(u) — K9(u; O du

ziskame ¢ = (o, 3), kde o znaé&i (vektorovy) parametr jadra k a
B _ 1 VarL’ )

1 a @ (nebo ¢ v pripadé Poissonovy Lévyho baze) miizeme identifikovat z

odhadu celkové intenzity p = ‘)wvvlvl uwEL

V simulaéni studii v Brix (99) pro G-shot-noise Coxovy procesy byla
MCEK v nékterych pripadech numericky nestabilni, MCEg byla
stabilnéjsi.
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Nestacionarni Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Nestacionarni LCP lze ziskat zfedénim zavislym na lokaci:

Bud X stacionarni LCP pozorovany na W a f: W — [0,1] s

maxyew f(u) =1 funkce nehomogenity. Vymazme kazdy bod x € X's
pravdépodobnosti (1 — f(x)). Nevymazané body potom tvofi zredény
proces Xr.
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Nestacionarni LCP lze ziskat zfedénim zavislym na lokaci:

Bud X stacionarni LCP pozorovany na W a f: W — [0,1] s

maxyew f(u) =1 funkce nehomogenity. Vymazme kazdy bod x € X's
pravdépodobnosti (1 — f(x)). Nevymazané body potom tvofi zredény
proces Xr.

Pro Xf mame:  p(u) = f(u)pEL

S ety VT T ey
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Nestacionarni Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Nestacionarni LCP lze ziskat zfedénim zavislym na lokaci:

Bud X stacionarni LCP pozorovany na W a f: W — [0,1] s

maxyew f(u) =1 funkce nehomogenity. Vymazme kazdy bod x € X's
pravdépodobnosti (1 — f(x)). Nevymazané body potom tvofi zredény
proces Xr.

Pro Xf mame:  p(u) = f(u)pEL

@ (u, v Varl! I(v—u
g(UN)ZZ(ng(V)):gx(V—U):ler;L,)Zk(u)

— g je rovna g funkci pivodniho nezfedéného procesu X (Baddeley et

al 2000).
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Odhady pro nestacionarni LCP

Dvoukrokovy odhad:
© odhad nestacionarni p jadrovym zhlazenim

@ odhad g a minimalnim kontrastem urceny k a 3

1 a 0 jsou opét identifikovany z celkové intenzity pEL’ fW f(u)du a g.
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Dvoukrokovy odhad:
© odhad nestacionarni p jadrovym zhlazenim

@ odhad g a minimalnim kontrastem urceny k a 3

1 a 0 jsou opét identifikovany z celkové intenzity pEL’ fW f(u)du a g.

Pro kvalitu ziskanych odhadi je velmi dilezita kvalita odhadu p
— preferovan parametricky tvar.

Statisticka inference pro Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi Michaela Prokesova



Odhady pro nestacionarni LCP

Dvoukrokovy odhad:
© odhad nestacionarni p jadrovym zhlazenim

@ odhad g a minimalnim kontrastem urceny k a 3

1 a 0 jsou opét identifikovany z celkové intenzity pEL’ fW f(u)du a g.

Pro kvalitu ziskanych odhadi je velmi dilezita kvalita odhadu p
— preferovan parametricky tvar.

Konzistence a asymptoticka normalita pro parametrickou loglinearni
funkci nehomogenity — Waagepetersen & Guan (2009).

Statisticka inference pro Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi Michaela Prokesova



Casoprostorové Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

S=Wx[0,T], WCR? R=R2xR

Casoprostorova K funkce
K(r,t) = / / g(u,s)dsdu
|lull<r J|s|<t

Mazeme aplikovat dvoukrokovy postup — ale problém s dimenzionalitou.
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Casoprostorové Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

S=Wx[0,T], WCR? R=R2xR

Casoprostorova K funkce
K(r,t) = / / g(u,s)dsdu
|lull<r J|s|<t

Mazeme aplikovat dvoukrokovy postup — ale problém s dimenzionalitou.

— predpoklady na separabilitu nékterych ¢asti modelu.
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Casoprostorové Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi

Predpoklady:
o f(u,s) = f(uv)h(s) ... separabilita intenzity prvniho fadu

@ k((u,8)(v,t)) = ki(v—u)ko(t—5s),u € W,s€ [0, T],v € R% t €R
. separabilita zhlazovaciho jadra

Cely model neni separabilni, ani €asoprostorova funkce g. Nicméné je
dostateéné pristupny, a navic ¢asova i prostorova projekce tohoto procesu
ma zvladatelny tvar soucinovych hustot.

Stejné predpoklady na separabilitu jako v Mgller & Ghorbani (2012).

Statisticka inference pro Coxovy bodové procesy s Lévyho bazi Michaela Prokesova



Momentové charakteristiky

Oznaéme

hia(v—u) = ki(v—w)ki(u—w)dw Ikg(t—S)Z/sz(t—T)kz(S—T)dT

R2
Potom
p((u,s)) = pEL f(u)h(s)
VarL’ ha(v — u)la(t — s)

8((0.9). (v, ) = 8((v ~ u). (=) =1+ .

Varl’ 1
K(r,t)=2mr*t 4+ —— ar f/ Ikl(u)du/ lka(s)ds
(EL)? 1 yjug<r Is|<t
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Projektované procesy

Pro inferenci Ize s vyhodou pouzit projektované procesy

Prostorovy projektovany proces Xprostor = {t/ @ (u, t) € X, t € [0, T]}

Casovy projektovany proces Xe,s = {t : (u,t) € X, u € W}

Viz Dvorak, Prokesova (2012) a nasledujici prezentace.
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