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RMCS - ndhodné kétované uzaviené mnoZiny

Molchanov (1984), Ballani, Kabluchko, Schlather (2009)

RMCS je dvojice (V,A) kde A je ndhodnd funkce (kéta) definovand na
ndhodné uzav¥ené mnozing Y C RY.

P¥iklady RMCS:

(i) Kétovany bodovy proces - ) je bodovy proces (dimenze k = 0),
A Y — R kéta, viz Stoyan et al. (1995), lllian et al. (2008).

(i) Uroviiové mnoziny néhodného pole A v R? (dimenze k = d).
Necht' Y, = {x € RY: A(x) > t}, t € R. Potom (), ) je RMCS.

Cil prednagky: Studovat k-rozmémé RMCS v R pro k =0,1,...,d — 1.



1.1 Ndhodné mozaiky - RMCS r(izné dimenze

v R3 Y systém bunék (dimenze 3), st&n (2), hran (1), vrchold (0).

Geometrické kéty - objem buné&k, plocha povrchu stén, délka hran, atd.

V materidlovém vyzkumu - mikrostruktura zrn v kovech

vy

Orientace krystalografickych m¥izek bung&k, kéta sté&n - disorientace
mtizek sousednich bung&k, ovliviiuje vlastnosti kovi



Charakteristiky nahodnych mnozin )

H* Hausdorffova mira, )) Hausdorffovy dimenze k

LokaIn& kone¢nd mira W(B) = HX(BNY), B € B“.

Mira intenzity o(B) = EW(B). Funkce intenzity p - hustota p.

w(dy)
Bud’ M(D, B) {Dpy pyy)},B,DeBd,

Stacionarita W druhého ¥adu ptevézena intenzitou (SOIRS) kdyz
M(D,B) = M(D +x,B+x) ¥Yx€eR, B,D e B.

Redukovana druhd momentova mira

_ 1 1g(x —y) "
T UA/ Pply) PV

K-funkce K(r) = K(b(0, r)).



Nezdvislost ndhodné mnoziny a kéty

Bud' A’ shora polospojité ndhodné pole na RY a RMCS (), A) je takova,
Ze A=A na ).

Kdyz jsou ) a A’ nezdvislé, piseme, Ze (Y, A) je IRMCS.

Test Ho : (Y, N\) je IRMCS proti Ha : neni IRMCS.
a) vyber ndhodn& m testovacich bodi x; C Y,

b) odhad p(x;), A(x;), i=1,...,m,

c) odhad A-vdZené K funkce:

Ra(r) = £ 32, Axi) o, B0k (dy ),

d) v ) n permutaci {A(x;), i = 1,...m}, vypotet Kmax(r), Kmin(r),

Q=

e) graf obdlek Zmax(r) - Z/\(r), Zm,-,,(r) - Z/\(r), kde L = (g) ,

d

f) Ho zamitneme, je-li vodorovnd osa vn& obalek.



Numericka studie RMCS
X(S) = (Xl(s)7X2(s))v s€ [0’ 1]2
staciondrni Gaussovské ndhodné pole s nezavislymi slozkami a

EX =0, R(s,t) = aexp(—ol|s — t]|).
Necht' A(s) = aexp(Xi(s)), a > 0 je ¥idici funkce intenzity Coxova
bodového procesu ®.

Y je sjednoceni hran 2D Voronoiovy mozaiky generované procesem &.




Vysledky testu IRMCS (), V;), Vi=exp X, i =1,2.

wss s

Vlevo (i = 1) Hy zamitame, (), V1) neni IRMCS. Vpravo (i = 2) Hp
nelze zamitnout.

/-t4& momentovd mira ndhodné miry W je

pD (AL x - x A) = E[W(A;) ... VU(A)]
for Ai,..., A € B%
Funkce intenzity /-tého ¥adu )\,

u(’)(dsl X --x ds;)) = N(s1,...,5)dsy...ds.



Redukce dimenze ve stochastické geometrii

RMCS (Y,T), Y je H*-mnoZinav k=0,1,d — 1 v R
Doprovodné promé&nné X = (Xq,...,Xp)
Definice: Necht’ X je p-rozm&rné ndhodné pole na RY.

Je-li Y podmin&né nezavislé na X p¥i daném BT X pro né&jakou p x c
matici B, ¢ < p,

potom S(B) (linedrni podprostor generovany sloupci matice B) je
postatujici podprostor redukce dimenze (SDRS).

Sy|x = NsprsS(B) je centrélni podprostor (CS).



Zjemnénad definice redukce dimenze

Necht' / € N a plati
MN(st,...y8) = f(B"X(s1),..., BT X(s1)),
pro n&jakou méfitelnou funkci f; a p X ¢ matici B, ¢ < p.

Potom S(B) se nazyva postalujici podprostor redukce dimenze pro
intenzitu /—tého ¥adu

S; = NpS(B) se nazyva centrdlni podprostor pro intenzitu /—tého ¥4du.
Guan (2010) pro bodové procesy: Sy|x = U;>18,

Problém:
Odhad centralniho podprostoru (generdtoru B) a jeho dimenze c.



Metody redukce dimenze

Na bodové procesy adaptovany metody SAVE (Cook, Weisberg, 1991),
smérovd regrese (Li, Wang, 2007), z vektorovych dat

Zde se omezime na platkovanou inverzni regresi (SIR, Li 1991)

(i) platkovani ndhodné mnoZiny Y pomoci vhodné kéty T,
(i) vypotet pldtkovych primérd ndhodného pole X,

(iii) aplikace metody hlavnich komponent na platkové primé&ry.

Obor hodnot I' rozdélime na m disjunktnich intervall Jy, ..., J, - platkd.
Indukuje d&leni Y na m disjunktnich mnozin (Y',..., Y™) s funkcemi
intenzity \(),

/A(f)(s)ds =EWVyi(A), AeB? i=1,...,m.
A



Analyza &;
Predpoklady: A(s) = f(BT X(s)) pro matici B typu p x ¢, ¢ < p,
X je p—rozmé&rné staciondrni normované Gaussovské ndhodné pole.
Y, {X(s), s € Y} jsou ergodické

Lemma

Necht’ kéta T je podminéné nezavisld na X p¥i daném BT X. Potom
M0 (s) = FI(BT X(s)) pro n&jaké nezaporné métitelné funkce
fl,j=1,...,m.

Theorem

S( Vl) cS pro

1 JEPOOXOEPO X
Y BT 2 EDO()] |

Konvexni kompaktni okno C C R, statistika

U TN | YK (ds k(T
V= wy(c)jzzlww(q /WX( ) X(s)H ()]




Odhad B

X Gaussovské ndhodné pole
pozorované v okn& W C R? s Lebesgue mirou 0 < |W| < oo

o1 A L NN
xzmﬁaxwﬁ,z:mﬁkw@—mw@—md

Normované nidhodné pole
X(s) = S7V2[X(s) — X]
RMCS (Y,T),
pi=P(xeVYixeY),j=1,...,m,

odhadnuto jako



Odhad B pokraéovani

m; = E(X(s)|s € Yj)

vazend kovarian&ni matice V = ijzl pjmjij

odhad pomoci mnoZiny {z}; testovacich bodi v j—tém pldtku
Yi j=1,...,m,

najdi ¢ nejvétsich vlastnich &isel \7, odpovidajici vlastni vektory 7; definuji
Bi=s1?5,i=1,...,c.

Pak ﬁ,- pat¥i do centrdlniho podprostoru.



Test ortogonality, simulaéni studie

Hy: c=0 proti Ha: c>0
Hy ekvivalentni nezavislosti X a Y, implikuje R? = 0, kde

R2(ﬂ) _ man s (617—6)2
1) — S YIX 2T 9
Bl BB
a) vypotet R%(f3;) = R2 z pozorovani Y a X
Vp ;) = RZ z pozorovani ,
b) vypotet R%(f3;) = Rj2, Jj=1,...,n, z pozorovani Y a n simulovanych
2 2
. , L p2 . card{R7T>R;}+1
realizaci X, c) p-hodnota pro test Ho: R* =0 je ——L5—.
d) €) f
T T T T T 1 T T T T T 1 r—r T T T 1
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

p-value p-value p-value

Test ortogonality, RMCS hran mozaiky v R?. Histogramy p-hodnot pro
pocet platkl 1, 2, 4, z g = 100 simulaci.



Dalsi numerické vysledky

Velitina

A(B,B) =||B(BTB)*BT — B(B"B) "B ||max

k porovnani odhadnuté a skute¢né matice centrdlniho podprostoru.

pocet plétki | A(B, B)
1 0.582
2 0.343
4 0.195
8 0.167
16 0.159
32 0.160

Vyb&rové priméry A(B, B) z g = 100 simulaci, p = 3,
Z; = a(arctan(Xi(s)) + ), a=0.02



Analyza &,
Necht’ A\x(s, t) = H(BTX(s), BT X(t)) pro matici B typu p x ¢, ¢ < p,

Y a {X(s)X(t)7, s,t € Y} jsou ergodické, C C R? konvexni kompaktni
okno. Pak
g, _ Jzrevnc X()X (t)TH(ds)H (dt) [ [E[ro(s, )X (s)X(t)T]dsdt
= — =
? Uy (C)? T TEDa(s, t)]dsdt

— My kdyz C 1 RY. Kdy je S(My) C S?
Theorem
Bud’ Pg = B(BTB)™'BT projekéni matice, Qg = I, — Pg, pak

Pg [ [E[R(BT X(s), BT X(t))X(s)X(t)"|dsdtPg
J [E[R(BTX(s), BT X(t))]dsdt

My = ME + M =

] T EIR(BTX(5). BT X(0)IE[Qs X()X (1) Qaldscl
T [EG(BTX(s), BTX(t))]dsdt '




P¥iklad: Determinantovy bodovy proces

/\2(5, t) =

C()(O) Co(S — t)
G(t—s) G(0)
kde Cp je kovarian&ni funkce, volme

2 X X x|\
Go(x) = ?p arccos u — u 1- (u) Ljjjx)1<al-

@ @
Parametr p je zndhodnén:
4 T
P = m(arctan(X]_(S)X]_(t)) + E)

Obrazek vpravo: Integrand v &itateli MJ €arkovang, M2Q plna &ara.

00 02 04 06 08 10




Platkovani pro odhad &5

Kétovani se aplikuje na Kartézsky souéin Y x Y

Y=YxY, Vy,(C) = Wy (C)?, k>0,
Y=A{(s,t);seY,teVY,s#t}, Vy(C)=Vy(O)(Vy(C)-1), k=0.

Kétal: Y — R, I(s,t)=T(t,s) pro (s, t) € V.
Obor hodnot I rozd&len na m disjunktnich platki

Indukuje rozklad Y na (O, ..., V™), bud’
V,(C) = / / HE(ds)H* (dt).
yinc?2

platkové priiméry o; = E(X(s)X(t)"|(s, t) € J¥)
g = P((s,t) € V|(s,) €V), j=1,....m.

Matice U, = -7, gjoj0;, metoda hlavnich komponent.
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