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RMCS - náhodné kótované uzav̌rené množiny

Molchanov (1984), Ballani, Kabluchko, Schlather (2009)

RMCS je dvojice (Y, Λ) kde Λ je náhodná funkce (kóta) definovaná na
náhodné uzav̌rené množině Y ⊂ R

d .

Př́ıklady RMCS:

(i) Kótovaný bodový proces - Y je bodový proces (dimenze k = 0),
Λ : Y → R kóta, viz Stoyan et al. (1995), Illian et al. (2008).

(ii) Úrovňové množiny náhodného pole Λ v R
d (dimenze k = d).

Necht’ Yt = {x ∈ R
d : Λ(x) ≥ t}, t ∈ R. Potom (Yt , Λ) je RMCS.

Ćıl p̌rednášky: Studovat k-rozměrné RMCS v R
d pro k = 0, 1, . . . , d − 1.



1.1 Náhodné mozaiky - RMCS r̊uzné dimenze

v R
3 Y systém buněk (dimenze 3), stěn (2), hran (1), vrchol̊u (0).

Geometrické kóty - objem buněk, plocha povrchu stěn, délka hran, atd.

V materiálovém výzkumu - mikrostruktura zrn v kovech

Orientace krystalografických mř́ıžek buněk, kóta stěn - disorientace
mř́ıžek sousedńıch buněk, ovlivňuje vlastnosti kov̊u



Charakteristiky náhodných množin Y

Hk Hausdorffova ḿıra, Y Hausdorffovy dimenze k

Lokálně konečná ḿıra Ψ(B) = Hk(B ∩ Y), B ∈ Bd .

Mı́ra intenzity ̺(B) = EΨ(B). Funkce intenzity ρ - hustota ̺.

Bud’ M(D, B) = E

[∫
D

Ψ(dy)
ρ(y)

∫
B

Ψ(dy)
ρ(y)

]
, B, D ∈ Bd ,

Stacionarita Ψ druhého řádu p̌revážená intenzitou (SOIRS) když

M(D, B) = M(D + x , B + x) ∀x ∈ R, B, D ∈ Bd .

Redukovaná druhá momentová ḿıra

K(B) =
1

|A|
E

[∫

A

∫
1B(x − y)

ρ(x)ρ(y)
Ψ(dx)Ψ(dy)

]
.

K -funkce K (r) = K(b(0, r)).



Nezávislost náhodné množiny a kóty

Bud’ Λ′ shora polospojité náhodné pole na R
d a RMCS (Y, Λ) je taková,

že Λ = Λ′ na Y.

Když jsou Y a Λ′ nezávislé, ṕı̌seme, že (Y, Λ) je IRMCS.

Test H0 : (Y, Λ) je IRMCS proti HA : neńı IRMCS.

a) vyber náhodně m testovaćıch bodů xi ⊂ Y,

b) odhad ρ(xi ), Λ(xi), i = 1, . . . , m,

c) odhad Λ-vážené K funkce:

K̂Λ(r) = 1
m

∑
xi

Λ(xi )
∫
Y

1(||xi−y||<r)
ρ(xi )ρ(y) Hk(dy),

d) v c) n permutaćı {Λ(xi), i = 1, . . .m}, výpočet K̂max(r), K̂min(r),

e) graf obálek L̂max(r) − L̂Λ(r), L̂min(r) − L̂Λ(r), kde L̂. =
(

K̂
.

ωd

) 1
d

,

f) H0 zaḿıtneme, je-li vodorovná osa vně obálek.



Numerická studie RMCS

X (s) = (X1(s), X2(s)), s ∈ [0, 1]2

stacionárńı Gaussovské náhodné pole s nezávislými složkami a

IEX = 0, R(s, t) = α exp(−σ||s − t||).

Necht’ λ(s) = a exp(X1(s)), a > 0 je ř́ıd́ıćı funkce intenzity Coxova
bodového procesu Φ.

Y je sjednoceńı hran 2D Voronoiovy mozaiky generované procesem Φ.
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Výsledky testu IRMCS (Y , Vi), Vi = exp Xi , i = 1, 2.
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Vlevo (i = 1) H0 zaḿıtáme, (Y, V1) neńı IRMCS. Vpravo (i = 2) H0

nelze zaḿıtnout.

l-tá momentová ḿıra náhodné ḿıry Ψ je

µ(l)(A1 × · · · × Al) = E[Ψ(A1) . . . Ψ(Al)]

for A1, . . . , Al ∈ Bd .

Funkce intenzity l-tého řádu λl

µ(l)(ds1 × · · · × dsl) = λl (s1, . . . , sl)ds1 . . . dsl .



Redukce dimenze ve stochastické geometrii

RMCS (Y , Γ), Y je Hk -množina v k = 0, 1, d − 1 v R
d

Doprovodné proměnné X = (X1, . . . , Xp)

Definice: Necht’ X je p-rozměrné náhodné pole na R
d .

Je-li Y podḿıněně nezávislé na X p̌ri daném BT X pro nějakou p × c

matici B, c ≤ p,

potom S(B) (lineárńı podprostor generovaný sloupci matice B) je
postačuj́ıćı podprostor redukce dimenze (SDRS).

SY |X = ∩SDRSS(B) je centrálńı podprostor (CS).



Zjemněná definice redukce dimenze

Necht’ l ∈ N a plat́ı

λl (s1, . . . , sl) = fl (B
TX (s1), . . . , B

TX (sl )),

pro nějakou mě̌ritelnou funkci fl a p × c matici B, c ≤ p.

Potom S(B) se nazývá postačuj́ıćı podprostor redukce dimenze pro
intenzitu l−tého řádu

Sl = ∩BS(B) se nazývá centrálńı podprostor pro intenzitu l−tého řádu.

Guan (2010) pro bodové procesy: SY |X = ∪l≥1Sl ,

Problém:
Odhad centrálńıho podprostoru (generátoru B) a jeho dimenze c .



Metody redukce dimenze

Na bodové procesy adaptovány metody SAVE (Cook, Weisberg, 1991),
směrová regrese (Li, Wang, 2007), z vektorových dat

Zde se omeźıme na plátkovanou inverzńı regresi (SIR, Li 1991)

(i) plátkováńı náhodné množiny Y pomoćı vhodné kóty Γ,

(ii) výpočet plátkových pr̊uměr̊u náhodného pole X ,

(iii) aplikace metody hlavńıch komponent na plátkové pr̊uměry.

Obor hodnot Γ rozděĺıme na m disjunktńıch interval̊u J1, . . . , Jm - plátků.

Indukuje děleńı Y na m disjunktńıch množin (Y 1, . . . , Y m) s funkcemi
intenzity λ(i),

∫

A

λ(i)(s)ds = EΨY i (A), A ∈ Bd , i = 1, . . . , m.



Analýza S1
Předpoklady: λ(s) = f (BT X (s)) pro matici B typu p × c , c ≤ p,

X je p−rozměrné stacionárńı normované Gaussovské náhodné pole.

Y , {X (s), s ∈ Y } jsou ergodické

Lemma
Necht’ kóta Γ je podḿıněně nezávislá na X p̌ri daném BTX . Potom

λ(j)(s) = f j(BT X (s)) pro nějaké nezáporné mě̌ritelné funkce

f j , j = 1, . . . , m.

Theorem
S(V1) ⊂ S1 pro

V1 =
1

E[λ(.)]

m∑

j=1

E[λ(j)(.)X (.)]E[λ(j)(.)X (.)]T

E[λ(j)(.)]
.

Konvexńı kompaktńı okno C ⊂ R
d , statistika

V̂1 =
1

ΨY (C )

m∑

j=1

1

ΨY j (C )

∫

Y j∩C

X (s)Hk (ds)[

∫

Y j∩C

X (s)Hk (ds)]T .



Odhad B

X̃ Gaussovské náhodné pole
pozorované v okně W ⊂ R

d s Lebesgue ḿırou 0 < |W | < ∞

X̄ =
1

|W |

∫

W

X̃ (s)ds, Σ̂ =
1

|W |

∫

W

[X̃ (s) − X̄ ][X̃ (s) − X̄ ]Tds

Normované náhodné pole

X (s) = Σ̂−1/2[X̃ (s) − X̄ ]

RMCS (Y , Γ),

pj = P(x ∈ Y j |x ∈ Y ), j = 1, . . . , m,

odhadnuto jako

p̂j =
Hk(Y j)

Hk(Y )
.



Odhad B pokračováńı

mj = E(X (s)|s ∈ Y j)

vážená kovariančńı matice V =
∑m

j=1 pjmjm
T
j

odhad pomoćı množiny {z}j testovaćıch bodů v j−tém plátku
Y j , j = 1, . . . , m,

m̂j =
1

card{z}j

∑

{z}j

X (z).

V̂ =

m∑

j=1

p̂jm̂jm̂
T
j ,

najdi c nejvěťśıch vlastńıch č́ısel V̂ , odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory η̂i definuj́ı

β̂i = Σ̂−1/2η̂i , i = 1, . . . , c .

Pak β̂i paťŕı do centrálńıho podprostoru.



Test ortogonality, simulačńı studie

H0 : c = 0 proti HA : c > 0

H0 ekvivalentńı nezávislosti X a Y , implikuje R2 = 0, kde

R2(βi ) = maxβ∈SY |X

(βT
i β)2

βT
i βiβT β

,

a) výpočet R2(β̂i ) = R2
e z pozorováńı Y a X ,

b) výpočet R2(β̂i ) = R2
j , j = 1, . . . , n, z pozorováńı Y a n simulovaných

realizaćı X , c) p-hodnota pro test H0 : R2 = 0 je
card{R2

j ≥R2
e }+1

n+1 .
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Test ortogonality, RMCS hran mozaiky v R
2. Histogramy p-hodnot pro

počet plátků 1, 2, 4, z q = 100 simulaćı.



Daľśı numerické výsledky

Veličina

△(B, B̂) = ||B(BT B)−1BT − B̂(B̂T B̂)−1B̂T ||max

k porovnáńı odhadnuté a skutečné matice centrálńıho podprostoru.

počet plátků △(B, B̂)
1 0.582
2 0.343
4 0.195
8 0.167
16 0.159
32 0.160

Výběrové pr̊uměry △(B, B̂) z q = 100 simulaćı, p = 3,

Z1 = a(arctan(X1(s)) + π
2 ), a = 0.02



Analýza S2

Necht’ λ2(s, t) = f2(B
TX (s), BT X (t)) pro matici B typu p × c , c ≤ p,

Y a {X (s)X (t)T , s, t ∈ Y } jsou ergodické, C ⊂ R
d konvexńı kompaktńı

okno. Pak

M̂2 =

∫
s,t∈Y∩C

X (s)X (t)THk(ds)Hk (dt)

ΨY (C )2
→

∫ ∫
E[λ2(s, t)X (s)X (t)T ]dsdt∫ ∫

E[λ2(s, t)]dsdt
=

= M2 když C ↑ R
d . Kdy je S(M2) ⊂ S2?

Theorem
Bud’ PB = B(BT B)−1BT projekčńı matice, QB = Ip − PB , pak

M2 = MP
2 + MQ

2 =
PB

∫ ∫
E[f2(B

T X (s), BT X (t))X (s)X (t)T ]dsdtPB∫ ∫
E[f2(BT X (s), BT X (t))]dsdt

+

+

∫ ∫
E[f2(B

TX (s), BT X (t))]E[QBX (s)X (t)T QB ]dsdt∫ ∫
E[f2(BTX (s), BT X (t))]dsdt

.



Př́ıklad: Determinantový bodový proces

λ2(s, t) =
C0(0) C0(s − t)
C0(t − s) C0(0)

kde C0 je kovariančńı funkce, volme

C0(x) =
2ρ

π



arccos
||x ||

α
−

||x ||

α

√

1 −

(
||x ||

α

)2


 1[||x||<α].

Parametr ρ je znáhodněn:

ρ =
4

π2α2
(arctan(X1(s)X1(t)) +

π

2
).

Obrázek vpravo: Integrand v čitateli MP
2 čárkovaně, MQ

2 plná čára.
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Plátkováńı pro odhad S2

Kótováńı se aplikuje na Kartézský součin Y × Y

Y = Y × Y , ΨY(C ) = ΨY (C )2, k > 0,

Y = {(s, t); s ∈ Y , t ∈ Y , s 6= t}, ΨY(C ) = ΨY (C )(ΨY (C ) − 1), k = 0.

Kóta Γ : Y → R, Γ(s, t) = Γ(t, s) pro (s, t) ∈ Y.

Obor hodnot Γ rozdělen na m disjunktńıch plátků

Indukuje rozklad Y na (Y1, . . . ,Ym), bud’

ΨY j (C ) =

∫ ∫

Y j∩C2

Hk(ds)Hk (dt).

plátkové pr̊uměry oj = E(X (s)X (t)T |(s, t) ∈ Y j)

qj = P((s, t) ∈ Y j |(s, t) ∈ Y), j = 1, . . . , m.

Matice U2 =
∑m

j=1 qjojo
T
j , metoda hlavńıch komponent.
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