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Pasova hibka a konzistencia

Konzistencia
Pasové hibky funkcif

Funkcionalne data

X ~P € P((C([0,1])) a ndhodny vyber Xi,...,X, z P. UvaZujme
hibku funkcii nahodného vyberu voéi P (resp. Py,)

D : C([0,1]) x P (C([0,1])) — [0,1].
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Silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
@ bodove ak

D(x;Pn)—D(x;P) Sl oprekazdéx €S,

n—oo
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Silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
@ bodove ak
D (x;Pn) —D(x;P) Sl oprekazdéx €S,
n—oo

@ rovnomerne ak

sup|D (x;Pn) — D (x;P)| NG
X€ES n—o
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Silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
@ bodove ak

D(x;Pn)—D(x;P) Sl oprekazdéx €S,

n—oo

@ rovnomerne ak

sup|D (x;Pn) — D (x;P)| NG
X€ES n—o

@ univerzalne ak

sup|D (x;Pn) — D (x; P)| == 0 pre kazdé P € 2 ((([0,1])),
x€S n—eo
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Silna konzistencia

Hibka D je na mnozine S C C([0,1]) konzistentna
@ bodove ak

D(x;Pn)—D(x;P) Sl oprekazdéx €S,

n—oo
@ rovnomerne ak

sup|D (x;Pn) — D (x;P)| LU 0,

XES n—oo

@ univerzalne ak

sup |D (x;Pn) —D(x;P)| % 0 pre kazdé P € P ((([0,1])),
XES n—o

@ uniformne ak

sup sup|D(x;Pn)—D(x;P)|S'—i'>O.
per(C(0.1])) xES ne
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Pasova hibka a konzistencia

Konzistencia
Pasové hlbky funkcif

Pasova hibka

Lépez-Pintado a Romo [8] pre J = 2,3, ...

BDY (x;P) = —— i P[G(X) C B(X1,Xa,- .-, %)],

X1,X2,. ..,

—— 10 % najhlbsich fcii
—— 10 % najmene] hibokych fcii
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Pasova hibka

Vyberova verzia je U-Statistika radu  J.

BD?) (x;P,) =31 Z( ) > I[G(x) C B (Xiy,Xiy,---,X;)] -

1<i1<i2<...<ij§n
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Pasova hibka a konzistencia
Konzistencia
Pasové hlbky funkcif

Pasova hibka

Pasova hibka (L-P Lépez-Pintado, R Romo):
@ L-P, R: Depth-based classification for functional data (DIMACS
2006)
@ L-P, R: Depth-based inference for functional data (CSDA 2007)

@ L-P, Jornsten: Functional analysis via extensions of the band
depth (IMS Lecture Notes, 2007)

@ L-P, R: On the Concept of Depth for Functional Data (JASA
2009)

@ L-P, R: Robust depth-based tools for the analysis of gene
expression data (Biostatistics 2010)

@ L-P, R: A half-region depth for functional data (CSDA 2011)
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Konzistencia pasovej hibky

Lépez-Pintado a Romo [8, Thm 4]

Tvrdenie:

Nech P je rozdelenie na C([0,1]) s absolttne spojitymi marginalnymi
rozdeleniami. Potom BD?) je rovhomerne konzistentna na kazdej
rovnako spojitej mnozine S, t.j.

S.i.
—(0);
n—o0

sup [BD ) (x;P,) —BD ) (x;P)

XES
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Pasova hibka a konzistencia
Konzistencia
Pasové hlbky funkcif

Konzistencia pasovej hibky: Dokaz

Dokaz: PretoZe lim|jy| BDY) (x;P) = 0, mdZzeme sa obmedzit sa
na mnozinu {||x|| < M} pre M > 0. Rovnako obmedzena mnozina
rovnako spaijitych funkcii je podfa Arzéla-Ascoliho vety totalne
obmedzena.

Pretoze BD?) (.;P) je pre P s absolttne spojitymi marginalnymi
rozdeleniami spojity funkcional, sta ¢i dokazat pre N € N pevné

max |BD) (x;;Pn) ~BD” (x;P)| =50
{(xN,cs N—sco

&o plati, pretoze BD?) (.;Pn) je obmedzena U-tatistika. d
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Pre€o dbkaz nefunguje?

BDY) (.;P) je spojita, ale BD?) (.; P,) nie je!
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Pre€o dbkaz nefunguje?

BDY) (.;P) je spojita, ale BD?) (.; P,) nie je!
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Pre€o dbkaz nefunguje?

max |BD?) (x;;Pn) ~BD”) (x;P)| =0
{x}iL,CS n—oo

navyse nedava rovnomernu konzistenciu !

1.0

0.8
I

0.6

0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stanislav Nagy Konzistencia hibky funkcii



Pasova hibka a konzistencia
Konzistencia
Pasové hlbky funkcif

Pre€o dbkaz nefunguje?

max |BD?) (x;;Pn) ~BD”) (x;P)| =0
{x}iL,CS n—oo

navyse nedava rovnomernu konzistenciu !

1.0

0.8
I

0.6

0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stanislav Nagy Konzistencia hibky funkcii



Pasova hibka a konzistencia
Konzistencia
Pasové hlbky funkcif

Pre€o dbkaz nefunguje?

max |BD?) (x;;Pn) ~BD”) (x;P)| =0
{x}iL,CS n—oo

navyse nedava rovnomernu konzistenciu !

1.0

0.8
I

0.6

0.4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Stanislav Nagy Konzistencia hibky funkcii



Protipriklad

Je pasova hibka konzistentna?

Vyjdime z teérie empirickych procesov  (BUNO J = 2):
@ Platnost

dimVC{(XhXZ)‘G(X) C B(X17X2)}x€S =

pre kompaktné mnoziny S C C([0,1]) naznaduje, Ze hibka
nebude uniformne konzistenta  (Assouadova veta - [4, Thm
6.4.5]).

@ Existencia boolean G-nezavislej postupnosti  funkcii v triede

{(x1,%2)IG(x) C B (x1,%2) }xes

naznacuje, Ze hibka nebude univerzalne konzistentad  (van
Handelova veta - [9, Thm 1.3]).
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Definujme X ~ P € P ((([0,1])) takto:
@ P(X(t) =0 pre vietky t € [0,1]) = 0.5.

0.5
I

0.0
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Definujme X ~ P € P ((([0,1])) takto:
@ Rozdelme interval [0,1] ,diadicky* na disjunktné subintervaly I
dizok {277}, .

05

0.0
I

T T T T TTT
0 0.5 0.75 1
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Definujme X ~ P € P ((([0,1])) takto:
@ Ak X # 0, na kazdom |; bude X nulova s pstou 0.5 alebo
nadobudne skok s pstou 0.5. Skoky nastavaji nezavisle od seba.

0.5
I

0.25
I

0.125

0
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

OznaCme ako x; funkciu s jedinym skokom prave na intervale |;, inde
0. Potom plati:
@ BD? (x;P) =0.25 pre kazdé j € N
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

OznaCme ako x; funkciu s jedinym skokom prave na intervale |;, inde
0. Potom plati:
@ BD? (x;P) =0.25 pre kazdé j € N
@ Nech n je parne. Ak existuje j, € N tak, Ze prave n/2 funkcii ma
skok v I;, a n/2 funkcii n.v. je nulovych na [0, 1], potom Xx;, lezi v

-2

pasoch.
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Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

OznaCme ako x; funkciu s jedinym skokom prave na intervale |;, inde
0. Potom plati:
@ BD? (x;P) =0.25 pre kazdé j € N
@ Nech n je parne. Ak existuje j, € N tak, Ze prave n/2 funkcii ma
skok v I;, a n/2 funkcii n.v. je nulovych na [0, 1], potom Xx;, lezi v

() -2(") =%
_2 =
2 2 4
pasoch.

@ Pre takéto j, teda plati

=)
N

BDY (x ;Pa)= A =— " 05
I ( 2(n—1) n—o

[~

N S
~—
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

OznaCme ako x; funkciu s jedinym skokom prave na intervale |;, inde
0. Potom plati:
@ BD? (x;P) =0.25 pre kazdé j € N
@ Nech n je parne. Ak existuje j, € N tak, Ze prave n/2 funkcii ma
skok v I;, a n/2 funkcii n.v. je nulovych na [0, 1], potom Xx;, lezi v

() -2(") =%
_2 =
2 2 4
pasoch.

@ Pre takéto j, teda plati

=)
N

BDY (x ;Pa)= A =— " 05
I ( 2(n—1) n—o

Existuje ale nekone ¢ne vela takych dvojic (n,j,)?
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Existuje ale nekonecne vela takych dvojic (n,j,)? Ano!

@ Skoro iste existuje nekonecne vela n takych, ze prave n/2 funkcif
bude nulovych na [0, 1] (stav 0 v symetrickej nahodnej
prechadzke je trvaly) .
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Existuje ale nekonecne vela takych dvojic (n,j,)? Ano!

@ Skoro iste existuje nekonecne vela n takych, ze prave n/2 funkcif
bude nulovych na [0, 1] (stav 0 v symetrickej nahodnej
prechadzke je trvaly) .

@ Pre kazdé takéto n s.i. existuje j, tak, ze v3etkych n/2 funkcii so
skokmi bude mat v intervale |;, skok (Borel-Cantelli) .
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Existuje ale nekonecne vela takych dvojic (n,j,)? Ano!
@ Skoro iste existuje nekonecne vela n takych, ze prave n/2 funkcif
bude nulovych na [0, 1] (stav 0 v symetrickej nahodnej
prechadzke je trvaly) .

@ Pre kazdé takéto n s.i. existuje j, tak, ze v3etkych n/2 funkcii so
skokmi bude mat v intervale |;, skok (Borel-Cantelli) .

@ Dostavame teda nekonecne vela n, pricom pre kazdé existuje
funkcia z {X; };cy, pre ktord BD?) (x;,;Pn) ~ 0.5. Preto pre kazdé
€ > 0 a pre nekonecne vela n € N s.i. plati

sup|BD? (x;;P,) —BD? (x;P)| > 0.25—¢
jeN
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Protipriklad

Konzistencia pasovej hibky: Protipriklad

Existuje ale nekonecne vela takych dvojic (n,j,)? Ano!
@ Skoro iste existuje nekonecne vela n takych, ze prave n/2 funkcif
bude nulovych na [0, 1] (stav 0 v symetrickej nahodnej
prechadzke je trvaly) .

@ Pre kazdé takéto n s.i. existuje j, tak, ze v3etkych n/2 funkcii so
skokmi bude mat v intervale |;, skok (Borel-Cantelli) .

@ Dostavame teda nekonecne vela n, pricom pre kazdé existuje
funkcia z {X; };cy, pre ktord BD?) (x;,;Pn) ~ 0.5. Preto pre kazdé
€ > 0 a pre nekonecne vela n € N s.i. plati

sup|BD? (x;;P,) —BD? (x;P)| > 0.25—¢
jeN

(Napriklad) BD 2 teda nie je rovnomerne konzistentnd_ voci P.
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Oprava 1: Zospojitenie
Konzistentné funkcionaly Oprava 2: Integrélne hibky

Oprava prva: zospojitenie

Problém dbkazu Lopez-Pintadovej a Roma bol v nespojitosti
BDY) (.;Pn). Nemerajme teda mieru nalezania do pasu indikatorom,
ale vzdialenostou od pasu , t.j. pre metriku d na C([0,1]) namiesto

P[G(x) C B(X1,X2)] = E[I[G(x) C B (X1,X2)]]
v definicii hibky pouZivajme
E[1—w(d (x;B(X1,X2)))],

kde w : [0,00) — [0,1], w(0) = 1, lim;_,e W(t) = O je rovnako spojita
zhladzujuca funkcia , napr. e .

Obmedzime sa pre jednoduchost na suprémovu a L; metriku.
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Oprava 1: Zospojitenie
Konzistentné funkcionaly Oprava 2: Integrélne hibky

Oprava prva: zospojitenie

Nech w je zhladzujica funkcia a S C C([0,1]) je relativne kompaktna.
Potom pasové hibky zhladené w

BDY) (.;.,w,d): C([0,1]) x ?(C([0,1])) — [0,1]

su tak pre suprémovu, ako pre L; metriku uniformne konzistentné na
S.

<

Dokaz: Zosilnena verzia dokazu Lopez-Pintadovej a Roma obohatena
o rovnaku spoijitost’ triedy

{BD?) (x;P,w,d)|x € C(0.1]).P € P(C([0,1])) |

a vlastnosti kanonickych U-Statistik (Borovskich a Koroljuk [7, Thm
2.1.4)). L]
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Oprava 1: Zospojitenie
Konzistentné funkcionaly Oprava 2: Integralne hibky

Fraimanova-Munizovej hibka

Fraiman a Munizova [5]

ID (x;P) = /1D(x(t);Pt)dt,

kde D je jednorozmerna ,hibka“ ako

@ polopriestorova h ibka

D (x(t);P1) = min {F(x(t)), 1 — Fe(x(1))},

@ simplexova h ibka

D (x(1):Pt) = Fe(x(t)) (1 — Fe(x(1))).-

Na rovnakom principe funguiju K -pasové h ibky (Hlubinka a Nagy [6])
a dudlne h Ibky (Cuevas a Fraiman [2]).
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Fraimanova-Munizovej hibka

Fraiman a Munizova [5]

ID(x;P):/OlD(x(t);Pt)dt,

—— 10 % najhlbsich fcii
—— 10 % najmenej hlbokych fcii
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Oprava 1: Zospojitenie
Konzistentné funkcionaly Oprava 2: Integralne hibky

Konzistencia integralnych hibok

Tvrdenie:

Nech vyberova verzia jednorozmernej hibky D : R x 2 (R) — [0,1] ma
tvar U-Statistiky a D je univerzalne konzistentna. Potom funkcionalna
hibka

ID(x;P):/OlD(x(t);Pt)dt

je univerzalne konzistentna na C([0,1]).

Dokaz: Pouzitim Lebesguovej vety dostavame slabl univerzalnu
konzistenciu, ktoréa je pre U-procesy ekvivalentnd (silnej) univerzalnej

konzistencii (de la Pefia a Giné [3, p.227]). O
Predpoklady tvrdenia st splnené napr. volbou simplexovej h Ibky za
D.
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Zaver pre pasové hibky
Vyhliadky do bududcnosti

Zaver pre pasové hibky

Pasové hibky:
@ davaju zlé vysledky v aplikaciach  (Hlubinka a Nagy [6]),
@ tazko sa po Citaju (O (n?) proti O(n) pre integralne hibky),

@ nie sU konzistentné .

NepouZivat pasové h ibky a volit integralne alternativy.
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Zaver pre pasoveé hibky
Vyhliadky do budtcnosti

Vyhliadky do buducnosti

@ RozSirenie van Handelovej (Assouadovej) vety na U-procesy.

@ Uniformna konzistencia integralnych h  ibok.
Py —dim{A[t|x(t) € B(x(t),x2(t))] }yeg = Vy>0

pre kompaktné mnoziny S C C([0,1]) naznaduje, Ze hibka
nebude uniformne konzistenta  (Alonova veta [1, Thm 2.2]).
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Zaver pre pasoveé hibky
Vyhliadky do budtcnosti
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