Intervalovd data, algoritmy a vypocetni slozitost

Michal Cerny!  Milan Hladik?

Katedra ekonometrie
Fakulta informatiky a statistiky
Vysoka skola ekonomicka Praha

2 Katedra aplikované matematiky
Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova

ROBUST 2012, Némcicky,
9.-14. zari

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Intervalovd data, algoritmy a vypocetni slozitost

Michal Cerny!  Milan Hladik?

Katedra ekonometrie
Fakulta informatiky a statistiky
Vysoka skola ekonomicka Praha

2 Katedra aplikované matematiky
Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova

ROBUST 2012, Némcicky,
9.-14. zari

Za pozvani dékujeme J. Antochovi

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Uvod
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
@ Vznikaji v fadé praktickych situaci: napfriklad
@ pri zaokrouhlovani a pfi reprezentaci dat pomoci datovych typl
s omezenym poctem desetinnych mist;
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
@ Vznikaji v fadé praktickych situaci: napfriklad
@ pri zaokrouhlovani a pfi reprezentaci dat pomoci datovych typl
s omezenym poctem desetinnych mist;
@ obecné: pri ztraté informace, napriklad
@ pri kategorizaci dat, pfi utajovani konkrétnich hodnot, pfi nékterych
typech cenzorovani, pfi diskretizaci spojitych dat;
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
@ Vznikaji v fadé praktickych situaci: napriklad
@ pri zaokrouhlovani a pfi reprezentaci dat pomoci datovych typl
s omezenym poctem desetinnych mist;
@ obecné: pri ztraté informace, napriklad
@ pri kategorizaci dat, pfi utajovani konkrétnich hodnot, pfi nékterych
typech cenzorovani, pfi diskretizaci spojitych dat;
@ pri nestabilité dat, napriklad
@ pfi nestabilité fyzikalnich , konstant”,
@ pfi pohybu sledované veli¢iny uvnitf obdobi (napf. u dennich
burzovnich dat je vhodné brat v Gvahu, Ze uvnitf dne se hodnoty méni);
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
@ Vznikaji v fadé praktickych situaci: napriklad
@ pri zaokrouhlovani a pfi reprezentaci dat pomoci datovych typl
s omezenym poctem desetinnych mist;
@ obecné: pri ztraté informace, napriklad
@ pri kategorizaci dat, pfi utajovani konkrétnich hodnot, pfi nékterych
typech cenzorovani, pfi diskretizaci spojitych dat;
@ pri nestabilité dat, napriklad
@ pfi nestabilité fyzikalnich , konstant”,
@ pfi pohybu sledované veli¢iny uvnitf obdobi (napf. u dennich
burzovnich dat je vhodné brat v Gvahu, Ze uvnitf dne se hodnoty méni);
@ pfi expertni predikci:
@ expert, poucen letitou zkuSenosti, pohlédne z okna a pravi: ,,pristi rok
splnime plan na 120% — 140%. ..
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@ Intervalovd data jsou data tvaru [x,X].
@ Vznikaji v fadé praktickych situaci: napriklad

]

<

<

pri zaokrouhlovani a pri reprezentaci dat pomoci datovych typi
s omezenym poctem desetinnych mist;
obecné: pfi ztraté informace, napfriklad
@ pri kategorizaci dat, pfi utajovani konkrétnich hodnot, pfi nékterych
typech cenzorovani, pfi diskretizaci spojitych dat;
pri nestabilité dat, napriklad
@ pfi nestabilité fyzikalnich , konstant”,
@ pfi pohybu sledované veli¢iny uvnitf obdobi (napf. u dennich
burzovnich dat je vhodné brat v Gvahu, Ze uvnitf dne se hodnoty méni);
pri expertni predikci:
@ expert, poucen letitou zkuSenosti, pohlédne z okna a pravi: ,,pristi rok
splnime plan na 120% — 140%. ..
v situacich, kdy intervalové predikce jednoho modelu vstupuji jako data
do druhého modelu:
@ napriklad — prvni model generuje intervalovou predikci inflace
(= raciondlini inflaéni o&ekdvani) pro pfisti rok; druhy model,
vysvétlujici spotfebu Ci investice bézného obdobi, ma za regresor
inflaéni ocekdvani pristiho roku.
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data

Méjme intervalova data

[51771]7 SR [Xﬁyt]a SR [anyn]

a predpokladejme, Ze byla generovana dvojici ndhodnych procesi
v € R, wy > 0 takovych, ze
@ v; generuje stredy %[Yt + X,

@ w; generuje poloméry %[Yt — X4
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data

Mé&jme intervalovd data

[51771]7 SRR [Xﬁyt]a SRR [anyn]
a predpokladejme, Ze byla generovana dvojici ndhodnych procesi
v € R, wy > 0 takovych, ze
@ v; generuje stredy %[Yt + X,
@ w; generuje poloméry %[Yt — X4
Nyni je pfirozené zacit budovat teorii:

@ predpokladat vhodna rozdéleni v; a w; a konstruovat estimatory jejich
parametr(;

@ uvazovat pfipady zavislych a nezavislych vy a wy;
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data

Mé&jme intervalovd data

[51771]7 SRR [Xﬁyt]a SRR [anyn]
a predpokladejme, Ze byla generovana dvojici ndhodnych procesi
v € R, wy > 0 takovych, ze
@ v; generuje stredy %[Yt + X,

@ w; generuje poloméry %[Yt — X4

Nyni je pfirozené zacit budovat teorii:

@ predpokladat vhodna rozdéleni v; a w; a konstruovat estimatory jejich
parametr(;

@ uvazovat pfipady zavislych a nezavislych vy a wy;
@ konstruovat rozli¢né testy;

@ formulovat intervalovy regresni model atd.
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data

Mé&jme intervalovd data

[51771]7 SRR [Xﬁyt]a SRR [anyn]
a predpokladejme, Ze byla generovana dvojici ndhodnych procesi
v € R, wy > 0 takovych, ze
@ v; generuje stredy %[Yt + X,

@ w; generuje poloméry %[Yt — X4

Nyni je pfirozené zacit budovat teorii:

@ predpokladat vhodna rozdéleni v; a w; a konstruovat estimatory jejich
parametr(;

@ uvazovat pfipady zavislych a nezavislych vy a wy;
@ konstruovat rozli¢né testy;

@ formulovat intervalovy regresni model atd.

Problém.
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Pravdépodobnostni pohled na intervalova data

Mé&jme intervalovd data

[51771]7 SRR [Xﬁyt]a SRR [anyn]
a predpokladejme, Ze byla generovana dvojici ndhodnych procesi
v € R, wy > 0 takovych, ze
@ v; generuje stredy %[Yt + X,

@ w; generuje poloméry %[Yt — X4

Nyni je pfirozené zacit budovat teorii:

@ predpokladat vhodna rozdéleni v; a w; a konstruovat estimatory jejich
parametr(;

@ uvazovat pfipady zavislych a nezavislych vy a wy;
@ konstruovat rozli¢né testy;

@ formulovat intervalovy regresni model atd.

Problém. My se na to divame jinak.
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Algoritmicky pohled na intervalova data
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Algoritmicky pohled na intervalovd data

Méjme intervalovd data [xi,x1], ..., [xs Xe)s - [x,, Xn)-
Neprijimadme o nich zadné pravdépodobnostni predpoklady:
@ nepredpokladame, Ze intervalovd data byla generovana nékterym
konkrétnim ndhodnym procesem;

@ nepredpokladdme, ze nedostupna (nepozorovatelnd) hodnota x;, o niz
vime jen x; € [x;,X¢] a 0 niz ndm ve skutenosti jde, je ndhodnou
veli¢inou nad intervalem [x,,X¢].

Pro¢?
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Algoritmicky pohled na intervalovd data

Méjme intervalovd data [xi,x1], ..., [xs Xe)s - [x,, Xn)-
Neprijimadme o nich zadné pravdépodobnostni predpoklady:
@ nepredpokladame, Ze intervalovd data byla generovana nékterym
konkrétnim ndhodnym procesem;

@ nepredpokladdme, ze nedostupna (nepozorovatelnd) hodnota x;, o n
vime jen x; € [x;,X¢] a 0 niz ndm ve skutenosti jde, je ndhodnou
veli¢inou nad intervalem [x,,X¢].

Proc?

@ Nepotrebujeme to. Nasim cilem je zkoumat vypocetni sloZitost
algoritm(i zpracovavajicich intervalova data a vypocetni sloZitost
problém, které se resi pri zpracovani intervalovych dat.

.
I

z
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Algoritmicky pohled na intervalovd data

Méjme intervalovd data [xi,x1], ..., [xs Xe)s - [x,, Xn)-
Neprijimadme o nich zadné pravdépodobnostni predpoklady:
@ nepredpokladame, Ze intervalovd data byla generovana nékterym
konkrétnim ndhodnym procesem;

@ nepredpokladdme, ze nedostupna (nepozorovatelnd) hodnota x;, o n
vime jen x; € [x;,X¢] a 0 niz ndm ve skutenosti jde, je ndhodnou
veli¢inou nad intervalem [x,,X¢].

.
I

z

Proc?

@ Nepotrebujeme to. Nasim cilem je zkoumat vypocetni sloZitost
algoritm(i zpracovavajicich intervalova data a vypocetni sloZitost
problém, které se resi pri zpracovani intervalovych dat.

@ Pro algoritmus jsou data vzdy jen pevna Cisla xq,X1,...,X,, Xn.

@ Jediné, co potrebujeme predpokladat, je, ze jde o raciondlni Cisla.
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Algoritmicky pohled na intervalovd data

Mé&jme intervalova data [x,X1], ..., [xq Xe], .o, [X,, Xn].
Neprijimadme o nich zadné pravdépodobnostni predpoklady:

@ nepredpokladame, Ze intervalovd data byla generovana nékterym
konkrétnim ndhodnym procesem;

@ nepredpokladdme, ze nedostupna (nepozorovatelnd) hodnota x;, o n
vime jen x; € [x;,X¢] a 0 niz ndm ve skutenosti jde, je ndhodnou
veli¢inou nad intervalem [x,,X¢].

Proc?
@ Nepotrebujeme to. Nasim cilem je zkoumat vypocetni sloZitost

algoritm(i zpracovavajicich intervalova data a vypocetni sloZitost
problém, které se resi pri zpracovani intervalovych dat.

.
I

z

@ Pro algoritmus jsou data vzdy jen pevna Cisla xq,X1,...,X,, Xn.
@ Jediné, co potrebujeme predpokladat, je, Ze jde o racionalni Cisla.

@ Nékdy je dokonce pfijemné, ze nemusime napf. prijimat predpoklad
o tvaru rozdéleni nepozorovatelné hodnoty x; nad intervalem [x,,X;].
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Znaceni
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Znaceni

@ Intervalova matice X rozméru n X p je systém matic
X:=[X,X] :={XeR™P: X <X <X},

kde nerovnost ,,<" se rozumi po sloZkdch.
@ Systém intervalovych matic rozméru n x p zna&ime TR"*P.

@ Intervalové matice znac¢ime X,Y,...; standardni (pevné) matice
znacime X, Y, ...

@ Intervalové vektory (= matice n x 1) znaéime x,y, ... ; standardni
(pevné) vektory znadime x, y, ...
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Motivacni priklad na zacatek
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Motivacni priklad na zacatek

@ Mé&jme k dispozici intervalové data (X,y). Uvazme ,regresni model "
tvaru
Wy =XB+e" (1)

kde 3 znadi vektor regresnich parametr.
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Motivacni priklad na zacatek

@ Mé&jme k dispozici intervalové data (X,y). Uvazme ,regresni model "
tvaru
Wy =XB+e" (1)

kde 3 znadi vektor regresnich parametr.
@ Nadale znacime

@ n = pocet pozorovani,
@ p = pocet regresnich parametr(.

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Motivacni priklad na zacatek

@ Mé&jme k dispozici intervalové data (X,y). Uvazme ,regresni model "

tvaru
Wy =XB+e" (1)

kde 3 znadi vektor regresnich parametr.

@ Nadale znac¢ime
@ n = pocet pozorovani,
@ p = pocet regresnich parametr(.

@ Na ,model” (1) mizeme nahliZet jako na systém instanci modelu
y = XB + ¢, kde
@ matice (pozorovanych hodnot) nezavislych proménnych X probiha
intervalovou matici X,
o vektor (pozorovanych hodnot) zdvislé proménné y probihd intervalovy

vektor y.
o jednotlivé slozky X a y probihaji X a y nezavisle.
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Mnozina B,
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Mnozina B,

Zabyvejme se mnoZzinou

By :={bcRP:X"Xb=X"Ty pronékteré X c Xaycy}. (2

Mnozina B; je jednou z (vice) moznych formalizaci pojmu odhad

.modelu™y = X 4+ & pomoci nejmensich Ctverci pri intervalovych datech
(X, y).
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Mnozina B,

Zabyvejme se mnoZzinou
By :={bcRP:X"Xb=X"Ty pronékteré X c Xaycy}. (2

Mnozina B; je jednou z (vice) moznych formalizaci pojmu odhad
.modelu™y = X 4+ & pomoci nejmensich Ctverci pri intervalovych datech

(X, y).

Dokazeme o mnoziné B, néco Fici?
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Mnozina B,

Zabyvejme se mnoZzinou
By :={bcRP:X"Xb=X"Ty pronékteré X c Xaycy}. (2

Mnozina B; je jednou z (vice) moznych formalizaci pojmu odhad
.modelu™y = X 4+ & pomoci nejmensich Ctverci pri intervalovych datech

(X, y).

Dokazeme o mnoziné B, néco Fici?

@ Mnozina B, mize byt sloZitd: napf. nemusi byt konvexni. Obecné je
obtizné podat jiny popis mnoziny B, nez pomoci definice (2).
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Mnozina B,

Zabyvejme se mnoZzinou
By :={bcRP:X"Xb=X"Ty pronékteré X c Xaycy}. (2

Mnozina B; je jednou z (vice) moznych formalizaci pojmu odhad
.modelu™y = X 4+ & pomoci nejmensich Ctverci pri intervalovych datech
(X,y).

Dokazeme o mnoziné B, néco Fici?
@ Mnozina B, mize byt sloZitd: napf. nemusi byt konvexni. Obecné je
obtizné podat jiny popis mnoziny B, nez pomoci definice (2).
o | tak ma smysl se ptat, jak mnoZina B, (alespori pFiblizné) vypada:
napriklad hledat jeji aproximaci pomoci jednoduchych geometrickych
objekta.
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O co se mizeme pokouset. ..
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O co se mizeme pokouset. ..

Muizeme se pokouset hledat
@ intervalovou obdlku mnozZiny B;: je to intervalovy vektor b € TRP
splnujici b O By;
@ tésnou intervalovou obalku mnoziny Bs: je to intervalova obdlka b,
pro niz plati, Ye 2adny intervalovy vektor b’ ; b nesplfiuje b’ DO By;
@ elipsoidovou obalku mnoziny Bs: je to elipsa £ spliujici £ D B,

@ apod.

Poznamka. Zajimava je prede-
vSim tésnd intervalovd obalka
b = [b, b]: ikd, v jakych me- B,
zich se mohou pohybovat od-
hady regresnich koeficient pfi /
perturbaci dat (X, y) v interva-
lech (X,y).

tésna int. obalka

méné tésnd int. obalka
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Polozme si mnohem ,,zakladnéjsi“ otazku. ..
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Polozme si mnohem ,,zakladnéjsi“ otazku. ..

Abychom byli schopni zkonstruovat viibec néjakou obalku mnoZiny
By ={beRP:XTXb= X"y pronékteré X ¢ Xay ey},

musime byt schopni pfinejmensim zodpovédét otdzku:
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Polozme si mnohem ,,zakladnéjsi“ otazku. ..

Abychom byli schopni zkonstruovat viibec néjakou obalku mnoZiny
By ={beRP:XTXb= X"y pronékteré X ¢ Xay ey},
musime byt schopni pfinejmensim zodpovédét otdzku:

je mnozina B, omezena? (3)
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Polozme si mnohem ,,zakladnéjsi“ otazku. ..

Abychom byli schopni zkonstruovat viibec néjakou obalku mnoZiny
By ={beRP:XTXb= X"y pronékteré X ¢ Xay ey},
musime byt schopni pfinejmensim zodpovédét otdzku:
je mnoZina B, omezena? (3)

Lemma. Mnozina B, je neomezend, pravé kdyz existuje matice X € X
neplné sloupcové hodnosti.

— Hleddme-li algoritmus, ktery zodpovi otazku (3), hledame algoritmus,
ktery rozhodne, zdali existuje matice X € X neplné sloupcové hodnosti.
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Presné;si formulace problému
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Presné;si formulace problému

Resime problém:
@ jsou dany raciondlni matice X, X;
o (kolem je rozhodnout (= Fici ANO/NE), zdali existuje matice
X € X := [X, X] neplné sloupcové hodnosti. (Neni nutné Gkolem ji
primo najit, existuje-li.)
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Presné;si formulace problému

Resime problém:
@ jsou dany raciondini matice X, X;
@ Ukolem je rozhodnout (= fici ANO/NE), zdali existuje matice

X € X := [X, X] neplné sloupcové hodnosti. (Neni nutné& akolem ji
primo najit, existuje-li.)

Zkusme hledat néjaky algoritmus, ktery najde spravnou odpovéd
ANO/NE; zatim se neohlizejme na jeho efektivitu (= vypocletni ¢as).
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Presné;si formulace problému

Resime problém:
@ jsou dany raciondini matice X, X;
o (kolem je rozhodnout (= Fici ANO/NE), zdali existuje matice
X € X := [X, X] neplné sloupcové hodnosti. (Neni nutné Gkolem ji
primo najit, existuje-li.)

Zkusme hledat néjaky algoritmus, ktery najde spravnou odpovéd
ANO/NE; zatim se neohlizejme na jeho efektivitu (= vypocletni ¢as).

Lemma. Jestlize existuje matice X € X neplné sloupcové hodnosti, pak
existuje raciondlni matice X € X neplné sloupcové hodnosti.
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Je problém ,,3X € X n.s.h." rozhodnutelny?

Prvni napad: hruba sila. Systém raciondlnich matic X € X je spocetny.
Lze je postupné enumerovat a Cekat, zdali narazime na matici neplné
sloupcové hodnosti. Obdrzime tak algoritmus, ktery neni prilis uspokojivy:
(a) Jestlize odpovéd je ANO, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,,ANO*;

(b) Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus pocita vééné.
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Je problém ,,3X € X n.s.h." rozhodnutelny?

Prvni napad: hruba sila. Systém raciondlnich matic X € X je spocetny.
Lze je postupné enumerovat a Cekat, zdali narazime na matici neplné
sloupcové hodnosti. Obdrzime tak algoritmus, ktery neni prilis uspokojivy:

(a) Jestlize odpovéd je ANO, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,,ANO*;
(b) Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus pocita vééné.

Prokazali jsme, Ze problém je rekursivné spocetny.
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Je problém ,,3X € X n.s.h." rozhodnutelny?

Prvni napad: hruba sila. Systém raciondlnich matic X € X je spocetny.
Lze je postupné enumerovat a Cekat, zdali narazime na matici neplné
sloupcové hodnosti. Obdrzime tak algoritmus, ktery neni prilis uspokojivy:

(a) Jestlize odpovéd je ANO, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,,ANO*;
(b) Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus pocita vééné.

Prokazali jsme, Ze problém je rekursivné spocetny.

Radi bychom ziskali algoritmus, pro ktery namisto (b) plati

(b") Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,NE*.
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Je problém ,,3X € X n.s.h." rozhodnutelny?

Prvni napad: hruba sila. Systém raciondlnich matic X € X je spocetny.
Lze je postupné enumerovat a Cekat, zdali narazime na matici neplné
sloupcové hodnosti. Obdrzime tak algoritmus, ktery neni prilis uspokojivy:

(a) Jestlize odpovéd je ANO, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,,ANO*;
(b) Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus pocita vééné.

Prokazali jsme, Ze problém je rekursivné spocetny.

Radi bychom ziskali algoritmus, pro ktery namisto (b) plati
(b") Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,NE*.

Je-li to mozné, je nas problém rozhodnutelny (rekursivni); jinak je
nerozhodnutelny (nerekursivni).
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Je problém ,,3X € X n.s.h." rozhodnutelny?

Prvni napad: hruba sila. Systém raciondlnich matic X € X je spocetny.
Lze je postupné enumerovat a Cekat, zdali narazime na matici neplné
sloupcové hodnosti. Obdrzime tak algoritmus, ktery neni prilis uspokojivy:

(a) Jestlize odpovéd je ANO, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,,ANO*;
(b) Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus pocita vééné.

Prokazali jsme, Ze problém je rekursivné spocetny.

Radi bychom ziskali algoritmus, pro ktery namisto (b) plati
(b") Jestlize odpovéd je NE, pak algoritmus skon¢i a odpovi ,NE*.

Je-li to mozné, je nas problém rozhodnutelny (rekursivni); jinak je
nerozhodnutelny (nerekursivni).

Miuze se stat, ze nas problém je nerozhodnutelny? Tedy, Ze pro néj
neexistuji zadné algoritmy? Matematika je plnd nerozhodnutelnych
problémd...
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémd
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémd

@ Nulové body funkci.

e Zadani: funkce f(x) : R — R slozena z konstant, +, —, X, sin(-).
@ Ukol: rozhodnout, zdali existuje xp € R spliiujici f(xo) = 0.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémd

@ Nulové body funkci.
o Zadani: funkce f(x) : R — R sloZend z konstant, +, —, x,sin(-).
@ Ukol: rozhodnout, zdali existuje xp € R spliiujici f(xp) = 0.
@ Konvergence integralu.
o Zadani: funkce f(x) : R — R slozend z konstant, +, —, x, =,sin(-).
o Ukol: rozhodnout, zdali [*°_f(x) dx konverguje.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémd

@ Nulové body funkci.
o Zadani: funkce f(x) : R — R sloZend z konstant, +, —, x,sin(-).
@ Ukol: rozhodnout, zdali existuje xp € R spliiujici f(xp) = 0.

@ Konvergence integralu.
o Zadani: funkce f(x) : R — R slozend z konstant, +, —, x, =,sin(-).
o Ukol: rozhodnout, zdali [*°_f(x) dx konverguje.

o Diofantické rovnice [tzv. Matijasevicova véta (Matijasevi¢, 1970);

desaty Hilbertav problém (Hilbert, 1900)].
¢ Zadani: polynom p(x1,...,%9) s celoiselnymi koeficienty.
o Ukol: rozhodnout, zdali existuji x{', ..., xg € Z spliujici
p(xy,...,x3) =0.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémd

@ Nulové body funkci.
o Zadani: funkce f(x) : R — R sloZend z konstant, +, —, x,sin(-).
@ Ukol: rozhodnout, zdali existuje xp € R spliiujici f(xp) = 0.

@ Konvergence integralu.
o Zadani: funkce f(x) : R — R slozend z konstant, +, —, x, =,sin(-).
o Ukol: rozhodnout, zdali [*°_f(x) dx konverguje.

o Diofantické rovnice [tzv. Matijasevicova véta (Matijasevi¢, 1970);

desaty Hilbertav problém (Hilbert, 1900)].
¢ Zadani: polynom p(x1,...,%9) s celoiselnymi koeficienty.
o Ukol: rozhodnout, zdali existuji x{', ..., xg € Z spliujici
p(xy,...,x3) =0.
@ Maticova smrt.

o Zadani: celodiselné ¢tvercové matice Ay, ..., A,.
@ Ukol: rozhodnout, zdali Ize z matic Ay, ..., A, ndsobenim
(v libovolném potadi, opakovéni povoleno) obdrZet nulovou matici.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémt (pokrac.)

o Celociselné programovani s kvadratickymi omezenimi.
o Celociselné linedrni programovdni je optimaliza¢ni problém

max{cTx: Ax<b, x¢cZP}.

@ Pripustime-li vedle linedrnich omezeni Ax < b také kvadraticka
omezeni (tj. pfipustime-li souciny dvou proménnych), je otdzka ,,je
tloha pripustna?“ nerozhodnutelna.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémt (pokrac.)

o Celociselné programovani s kvadratickymi omezenimi.
o Celociselné linedrni programovdni je optimaliza¢ni problém

max{cTx: Ax<b, x¢cZP}.

@ Pripustime-li vedle linedrnich omezeni Ax < b také kvadraticka
omezeni (tj. pfipustime-li souciny dvou proménnych), je otdzka ,,je
tloha pripustna?“ nerozhodnutelna.

@ Dokazatelnost [tzv. Godelova véta, (Godel, 1931)].
@ Zadani: tvrzeni (= uzavfend formule mnoZinového jazyka) .
o Ukol: rozhodnout, zdali tvrzeni ¢ je dokazatelné v teorii mnozin.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémt (pokrac.)

o Celociselné programovani s kvadratickymi omezenimi.
o Celociselné linedrni programovdni je optimaliza¢ni problém

max{cTx: Ax<b, x¢cZP}.

@ Pripustime-li vedle linedrnich omezeni Ax < b také kvadraticka
omezeni (tj. pfipustime-li souciny dvou proménnych), je otdzka ,,je
tloha pripustna?“ nerozhodnutelna.

@ Dokazatelnost [tzv. Godelova véta, (Godel, 1931)].

@ Zadani: tvrzeni (= uzavfend formule mnoZinového jazyka) .

o Ukol: rozhodnout, zdali tvrzeni ¢ je dokazatelné v teorii mnozin.
o Halting problem.

@ Zadani: text programu P a data x.

o Ukol: rozhodnout, zdali vypocet programu P nad daty x skonci, anebo
zdali pocitd vécné.
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Intermezzo: priklady nerozhodnutelnych problémt (pokrac.)

o Celociselné programovani s kvadratickymi omezenimi.
o Celociselné linedrni programovdni je optimaliza¢ni problém

max{cTx: Ax<b, x¢cZP}.

@ Pripustime-li vedle linedrnich omezeni Ax < b také kvadraticka
omezeni (tj. pfipustime-li souciny dvou proménnych), je otdzka ,,je
tloha pripustna?“ nerozhodnutelna.

@ Dokazatelnost [tzv. Godelova véta, (Godel, 1931)].

o Zadani: tvrzeni (= uzaviend formule mnoZinového jazyka) .

@ Ukol: rozhodnout, zdali tvrzeni ¢ je dokazatelné v teorii mnoZzin.
o Halting problem.

9 Zﬁdéni: text programu P a data x.

@ Ukol: rozhodnout, zdali vypocet programu P nad daty x skonci, anebo
zdali pocitd vécné.

o Dalsi priklady. Jsou dény dvé prezentace grup (Gi, R1) a (Gz, R2);
jsou jimi prezentované grupy isomorfni? Ma dana nula-jednickova
posloupnost velkou kolmogorovskou slozitost? Atd.
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti
—— (FX)[X <X <X & detXTX =0]. (4)
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti
—— (FX)[X <X <X & detXTX =0]. (4)

Vyraz (4) je vyraz jazyka teorie (uspofddanych) téles.
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!

Pozorovani. MnoZina B, je neomezena
+— existuje X € [X, 7] neplné sloupcové hodnosti
—— (FX)[X <X <X & detXTX =0]. (4)
Vyraz (4) je vyraz jazyka teorie (uspofddanych) téles.
Teorie realné uzavienych téles (RCF, Real Closed Fields) je teorie
obsahujici
@ bézné axiomy teorie usporadanych téles (tj. vlastnosti +, x, <, 0, 1),
@ axiomy zajistujici, ze pro kazdy polynom plati Bolzanova véta.

[Bolzanova véta rika: spojita funkce f(x) md v intervalu (a,a) nulovy
bod, kdykoliv plati f(a) <0 a f(a) > 0.]
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!

Pozorovani. MnoZina B, je neomezena
+— existuje X € [X, 7] neplné sloupcové hodnosti
—— (FX)[X <X <X & detXTX =0]. (4)
Vyraz (4) je vyraz jazyka teorie (uspofddanych) téles.
Teorie realné uzavienych téles (RCF, Real Closed Fields) je teorie
obsahujici
@ bézné axiomy teorie usporadanych téles (tj. vlastnosti +, x, <, 0, 1),
@ axiomy zajistujici, ze pro kazdy polynom plati Bolzanova véta.

[Bolzanova véta rika: spojita funkce f(x) md v intervalu (a,a) nulovy
bod, kdykoliv plati f(a) <0 a f(a) > 0.]

Véta (Tarski, 1956). Teorie RCF je Gplna.
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Nas problém ,3X € X n.s.h.” JE rozhodnutelny!

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, 7] neplné sloupcové hodnosti
—— (FX)[X <X <X & detXTX =0]. (4)
Vyraz (4) je vyraz jazyka teorie (uspofddanych) téles.
Teorie realné uzavienych téles (RCF, Real Closed Fields) je teorie
obsahujici
@ bézné axiomy teorie usporadanych téles (tj. vlastnosti +, x, <, 0, 1),
@ axiomy zajistujici, ze pro kazdy polynom plati Bolzanova véta.

[Bolzanova véta rika: spojita funkce f(x) md v intervalu (a,a) nulovy
bod, kdykoliv plati f(a) <0 a f(a) > 0.]

Véta (Tarski, 1956). Teorie RCF je Gplna.

Dusledek. O pravdivosti tvrzeni (4) Ize rozhodnout algoritmicky.
[Staci enumerovat vSechny diikazy teorie RCF a Cekat, zdali najdeme
diikaz tvrzeni (4), anebo jeho negace.]
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Rychlost algoritm?i

Nepatrna vada na krase.
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Rychlost algoritmii

Nepatrna vada na krase. Metoda zalozend na Tarského vété vyzaduje
ey Y L
extrémni vypocetni ¢as: az ~ 22, kde

L := bitova velikost zapisu X, X.

(Kazdé racionalni &islo v maticich X a X zapisujeme jako trojici
[znaménko, dvojkovy zapis Citatele, dvojkovy zdpis jmenovatele].)

Je mozné najit lepsi algoritmus?
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Rychlost algoritmii

Nepatrna vada na krase. Metoda zaloZzena na Tarského vété vyzaduje
ey Y L
extrémni vypocetni ¢as: az ~ 22, kde

L := bitova velikost zapisu X, X.

(Kazdé racionalni &islo v maticich X a X zapisujeme jako trojici
[znaménko, dvojkovy zapis Citatele, dvojkovy zdpis jmenovatele].)

Je mozné najit lepsi algoritmus?
Véta. Otazka ,existuje X € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti?* je v NP.

Dusledek. Existuje algoritmus, ktery nalezne odpovéd v &ase < 2relynom(L),
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Intermezzo: trida NP

»Objektem " rozumime kone¢nou posloupnost nul a jednicek (bitd).
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Intermezzo: trida NP

»Objektem " rozumime kone¢nou posloupnost nul a jednicek (bitd).
Neformalni definice. NP je tfida otdzek tvaru
. je pravda, Ze predloZeny objekt x ma vlastnost ©?", (5)

pro které plati: existuje rychly algoritmus PROOF(x, y) s touto vlastnosti:
@ jestlize odpovéd na otazku (5) zni ANO, pak existuje kratky objekt y
takovy, ze PROOF(x,y) = ANO,
@ jestlize odpovéd na otazku (5) zni NE, pak kazdy kratky objekt y ma
vlastnost PROOF(x,y) = NE.

Volné Feceno: Otdzka je v NP, pravé kdyZ pozitivni odpovéd Ize doloZit
kratkym, snadno ovéfitelnym ditkazem. (Nemusi ale byt snadné takovy
dikaz efektivné najit.)
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Priklady problém( v NP
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Priklady problém( v NP

@ Boolovska splnitelnost.
o Otédzka: Je dana vyrokova formule splnitelnd?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni splfiujici
ohodnoceni.
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Priklady problém( v NP

@ Boolovska splnitelnost.
o Otédzka: Je dana vyrokova formule splnitelnd?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni splfiujici
ohodnoceni.
o Pripustnost celociselného linearniho programovani.
o Otazka: M3 dany linearni systém Ax < b néjaké celoCiselné reseni x?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni feeni x.

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Priklady problém( v NP

@ Boolovska splnitelnost.
o Otédzka: Je dana vyrokova formule splnitelnd?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni splfiujici
ohodnoceni.
o Pripustnost celociselného linearniho programovani.
o Otazka: M3 dany linearni systém Ax < b néjaké celoCiselné reseni x?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni feeni x.
o Faktorizace.

o Otazka: Je dané prirozené Cislo k slozené?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: netrividlni délitel &isla k.

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Priklady problém( v NP

@ Boolovska splnitelnost.
o Otédzka: Je dana vyrokova formule splnitelnd?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni splfiujici
ohodnoceni.
o Pripustnost celociselného linearniho programovani.
o Otazka: M3 dany linearni systém Ax < b néjaké celoCiselné reseni x?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni feeni x.
o Faktorizace.
o Otazka: Je dané prirozené Cislo k slozené?
o Diikaz prokazujici pozitivni odpovéd: netrividlni délitel &isla k.
@ Jednoduché diofantické rovnice.
o Otdzka: M3 diofanticka rovnice ax? + by = c né&jaké pfirozené reseni
x,y?
o Dikaz prokazujici pozitivni odpovéd: jedno konkrétni feseni x, y.
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Co presnéji znamena , kratky " NP-dikaz?

Symbolem size(x) oznaéme bitovou velikost objektu x.
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Co presnéji znamena , kratky " NP-dikaz?

Symbolem size(x) oznaéme bitovou velikost objektu x.
Upresnéni. Rikdme-li, Ze diikaz y prokazujici, Ze plati (x), je kratky,
myslime tim size(y) < polynom(size(x)).

Odtud je jasné, zZe kazdy problém v NP je rozhodnutelny v cCase
2polynom(size(x)) __ sta¢i prohledat viechny mozné kratké dikazy.
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Co presnéji znamena , kratky " NP-dikaz?

Symbolem size(x) oznaéme bitovou velikost objektu x.

Upresnéni. Rikdme-li, Ze diikaz y prokazujici, Ze plati (x), je kratky,
myslime tim size(y) < polynom(size(x)).

Odtud je jasné, zZe kazdy problém v NP je rozhodnutelny v cCase
2polynom(size(x)) __ sta¢i prohledat viechny mozné kratké dikazy.

Cil. Chtéli bychom seznam prikladd NP-otazek rozsifit:
@ Otazka: Existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti?

@ Diikaz prokazujici pozitivni odpovéd: nékterd matice Xo € [X, X] neplné sloupcové
hodnosti.
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Co presnéji znamena , kratky " NP-dikaz?

Symbolem size(x) oznaéme bitovou velikost objektu x.

Upresnéni. Rikdme-li, Ze diikaz y prokazujici, Ze plati (x), je kratky,

myslime tim size(y) < polynom(size(x)).

Odtud je jasné, zZe kazdy problém v NP je rozhodnutelny v cCase
2polynom(size(x)) __ sta¢f prohledat viechny mozné kratké dikazy.

Cil. Chtéli bychom seznam prikladd NP-otazek rozsifit:

@ Otdzka: Existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti? o

@ Dukaz prokazujici pozitivni odpovéd: nékterd matice Xp € [X, X] neplné sloupcové

hodnosti.

Problém. Abychom byli korektni, je tfeba prokazat: existuje polynom g
takovy, Ze: pro libovolné racionalni matice X < X plati, ze obsahuje-li
[X, X] matici neplné sloupcové hodnosti, pak vzdy také obsahuje
racionalni matici X§ € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti spliujici

size(Xg) < q(size(X) + size(X)).
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Co presnéji znamena , kratky " NP-dikaz?

Symbolem size(x) oznaéme bitovou velikost objektu x.

Upresnéni. Rikdme-li, Ze diikaz y prokazujici, Ze plati (x), je kratky,

myslime tim size(y) < polynom(size(x)).

Odtud je jasné, zZe kazdy problém v NP je rozhodnutelny v cCase
2polynom(size(x)) __ sta¢f prohledat viechny mozné kratké dikazy.

Cil. Chtéli bychom seznam prikladd NP-otazek rozsifit:

@ Otdzka: Existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti? o

@ Dukaz prokazujici pozitivni odpovéd: nékterd matice Xp € [X, X] neplné sloupcové

hodnosti.

Problém. Abychom byli korektni, je tfeba prokazat: existuje polynom g
takovy, Ze: pro libovolné racionalni matice X < X plati, ze obsahuje-li
[X, X] matici neplné sloupcové hodnosti, pak vzdy také obsahuje
racionalni matici X§ € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti spliujici

size(Xg) < q(size(X) + size(X)).

To je ovSsem tézké. Zkusme to jinak...
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Intervalové rovnice
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Intervalové rovnice

Definice. Necht A € TR"™P a b € IR". Rekneme, Ze z5 € RP je fedenim
systému Az = b, jestlize existuji A € A a b € b takové, ze Azyg = b.
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Intervalové rovnice

Definice. Necht A € TR"™P a b € IR". Rekneme, Ze z5 € RP je fedenim
systému Az = b, jestlize existuji A € A a b € b takové, ze Azyg = b.

Priklad (Barth & Nuding, 1974). Mnozina feSeni intervalové soustavy

(&5 ) ()= (F23)
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Intervalové rovnice

Véta (Oettli-Prager). Oznaéme

(A+A), AR = 1(A-A),
(b+b), b® := (b - b).

A€ =
b =

Nl= N[=

Vektor z € RP je fesenim systému Az = b, pravé kdyz plati

Az — b°| < AB|z| + b2,
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Intervalové rovnice

Véta (Oettli-Prager). Oznaéme

A€ =
b =

(A+A), AR = 1(A-A),
(b+b), b® := (b - b).

Nl= N[=

Vektor z € RP je feSenim systému Az = b, pravé kdyz plati

Az — b°| < AB|z| + b2,

Dusledek. Necht s € {£1}”. Necht Rf oznaluje orthant
{x € RP : diag(s)x > 0}. Mnozina feSeni systému Az = b lezicich
v orthantu R? je tvaru
{z € RP: (A — A% diag(s))z < b,
(—A° — A2 diag(s))z < —b, diag(s)z > 0}.
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N4$ problém ,3X € X n.s.h. je v NP
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N4$ problém ,3X € X n.s.h. je v NP

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti

< intervalovy systém Xz = 0 ma nenulové Feseni. (6)
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N4$ problém ,3X € X n.s.h. je v NP

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti

< intervalovy systém Xz = 0 ma nenulové Feseni. (6)

Podle disledku Oettliho-Pragerovy véty Ize podminku (6) testovat pro
kazdy orthant zvlast: v daném orthantu s € {£1}P mizeme existenci
nenulového vektoru v polyedru

(X€ — X2 diag(s))z < 0, (=X — X2 diag(s))z <0, diag(s)z>0 (7)

testovat pomoci linedrniho programovani. A linedrni programovani je
rychla (= polynomidlni) procedura — stadi uzit elipsoidovy algoritmus &i
vhodnou metodu vnitiniho bodu.
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N4$ problém ,3X € X n.s.h. je v NP

Pozorovani. Mnozina By je neomezend
+— existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti

< intervalovy systém Xz = 0 ma nenulové Feseni. (6)

Podle disledku Oettliho-Pragerovy véty Ize podminku (6) testovat pro
kazdy orthant zvlast: v daném orthantu s € {£1}P mizeme existenci
nenulového vektoru v polyedru

(X€ — X2 diag(s))z < 0, (=X — X2 diag(s))z <0, diag(s)z>0 (7)

testovat pomoci linedrniho programovani. A linedrni programovani je
rychla (= polynomidlni) procedura — stadi uzit elipsoidovy algoritmus &i
vhodnou metodu vnitiniho bodu.

Dosahli jsme cile. Nase otdzka je opravdu v NP:
@ Otézka: Existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti?

@ Dukaz prokazujici pozitivni odpovéd: vektor s € {£1}” takovy, ze orthant R?
obsahuje nenulové feSeni systému (7).
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Shrnuti: ¢eho jsme zatim dosahli

Na pocatku...
jsme nevédéli nic.

rekursivné
spocetné

zadné
algoritmy

nerozhodnutelné

extrémné
pomalé
algoritmy

! Tarského
véta

v NP
® Oecttli-Prager

vypocetni
cas
< 2p01ynom

rozhodnutelné
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Pokracujme: ¢eho bychom chtéli dosdhnout

Na pocatku...
jsme nevédéli nic.

zadné
algoritmy

extrémné
pomalé
algoritmy

! Tarského
véta

rekursivné
spocetné

vypocetni
cas
< 2p01ynom

vypocetni
cas
< polynom

Yoo
® Oecttli-Prager

NP

nerozhodnutelné

rozhodnutelné

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Klademe si otdzku, zdali by se podaf¥ilo najit rychly algoritmus pro nas
problém ,existuje X € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti? “.

Rychly algoritmus = algoritmus pracujici v ¢ase < polynom(size(x)).
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Klademe si otdzku, zdali by se podaf¥ilo najit rychly algoritmus pro nas
problém ,existuje X € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti? “.

Rychly algoritmus = algoritmus pracujici v ¢ase < polynom(size(x)).

Ukazeme, Ze tento cil je nerealisticky.
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7

Klademe si otdzku, zdali by se podaf¥ilo najit rychly algoritmus pro nas
problém ,existuje X € [X, X] nepIné sloupcové hodnosti? “.

Rychly algoritmus = algoritmus pracujici v ¢ase < polynom(size(x)).

Ukazeme, Ze tento cil je nerealisticky.

Neformalni definice. Problém A je NP-tézky, jestlize pro néj plati
implikace: jestlize problém A ma polynomidlni algoritmus, pak i kazdy
problém v NP m3 polynomialni algoritmus.

To napriklad znamena: ma-li problém A polynomialni algoritmus, pak
@ o splnitelnosti vyrokové formule s n proménnymi dokazeme
rozhodovat rychle (tj. bez konstrukce tabulky pravdivostnich hodnot,
jez ma velikost 27),
@ Ulohy celocCiselného linearniho programovani dokazeme fresit rychle,

@ problém obchodniho cestujiciho dokdzeme fesSit rychle atd.
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Spatné zpravy

Hypotéza. Jestlize problém A je NP-tézky, pak nema rychly algoritmus
(= neni ve tfidé P).
o Jde o obtizny otevieny problém zndmy jako otdzka P =7 NP. Obecné
panuje konsensus, Ze tvrzeni plati; nadale jej berme za axiom.
Véta. Problém ,existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti?" je
NP-tézky.
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Spatné zpravy

Hypotéza. Jestlize problém A je NP-tézky, pak nema rychly algoritmus
(= neni ve tfidé P).

o Jde o obtiZny otevieny problém zndmy jako otdzka P =7 NP. Obecné
panuje konsensus, Ze tvrzeni plati; nadale jej berme za axiom.

Véta. Problém ,existuje X € [X, X] neplné sloupcové hodnosti?" je
NP-t&zky.

Poznamky.

@ Véta rika, ze nas problém nema polynomidlni algoritmy. Mize se ale
stat, ze ma algoritmy jen mirné horsi nez polynomialni a podstatné
lep$i neZ exponencialni, napt. pracujici v ¢ase n'°g'°gn,

@ Nékdy se formuluje silnéjSi hypotéza, ktera rika, ze NP-tézké
problémy nemaji lepsi nez exponencidlni algoritmy. Na pravdivosti této
hypotézy ovsem neni shoda. Nic to neméni na tom, Ze lepsi nez
exponencialni algoritmy nezndame.

M. Cerny a M. Hladik (VgE, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost




Co jsme zjistili

Na pocatku...
jsme nevédéli nic.

rekursivné
spocetné

zadné
algoritmy

nerozhodnutelné

extrémné
pomalé

algoritmy &t
—————————————————— NP-tézké

vypocetni
cas
< 2p01ynom

P V¥ Oettli-Prager
® + NP-tézkost

vypocetni
cas
< polynom

rozhodnutelné
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Co vyplyva z NP-tézkosti

@ Nemuzeme Cekat, Ze se ndm podafri zkonstruovat rychlé algoritmy pro
konstrukci obalek mnozZiny B, (at uz jde o tésné intervalové obalky,
méné tésné intervalové obalky ¢i elipsoidové obdlky).

@ Neni ale cilem propadnout skepsi. Jsme v podobné situaci, kterou
zname z celodiselného linedrniho programovani: sice vime, ze obecné
rychlé algoritmy neexistuji, ale v konkrétnich pripadech mizeme byt
aspésni. (V pripadé celodiselného linedrniho programovani lze za
priklad uvést totalné unimoduldrni programy.)

@ | u naSi otazky je zajimavé zacit zkoumat specidlni pripady problému,
které rychlé algoritmy maji.

M. Cerny a M. Hladik (VgE, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Co vyplyva z NP-tézkosti

@ Nemuzeme Cekat, Ze se ndm podafri zkonstruovat rychlé algoritmy pro
konstrukci obalek mnozZiny B, (at uz jde o tésné intervalové obalky,
méné tésné intervalové obalky ¢i elipsoidové obdlky).

@ Neni ale cilem propadnout skepsi. Jsme v podobné situaci, kterou
zname z celodiselného linedrniho programovani: sice vime, ze obecné
rychlé algoritmy neexistuji, ale v konkrétnich pripadech mizeme byt
aspésni. (V pripadé celodiselného linedrniho programovani lze za
priklad uvést totalné unimoduldrni programy.)

@ | u naSi otazky je zajimavé zacit zkoumat specidlni pripady problému,
které rychlé algoritmy maji.

Pohledme na tfi pozoruhodné specidlni pfipady, kdy Gspésné dokdzeme
ucinit krok
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Specidlni pripad |: omezeny pocet regresnich parametri
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Specidlni pripad |: omezeny pocet regresnich parametri

Pripomernime duisledek Oettliho-Pragerovy véty: mnozina B; je
neomezend, pravé kdyz pro nékteré s € {£1}P ma linedrni systém

(X€ — X2 diag(s))z <0, (=X — X2 diag(s))z < 0, diag(s)z >0

nenulové reseni.
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Specidlni pripad |: omezeny pocet regresnich parametri

Pripomernime duisledek Oettliho-Pragerovy véty: mnozina B; je
neomezend, pravé kdyz pro nékteré s € {£1}P ma linedrni systém

(X€ — X2 diag(s))z <0, (=X — X2 diag(s))z < 0, diag(s)z >0
nenulové feseni.

Duasledek. Problém lze fesit v ¢ase

2P x (&as na linedrni programovani). (8)
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Specidlni pripad |: omezeny pocet regresnich parametri

Pripomernime duisledek Oettliho-Pragerovy véty: mnozina B; je
neomezend, pravé kdyz pro nékteré s € {£1}P ma linedrni systém

(X€ — X2 diag(s))z <0, (=X — X2 diag(s))z < 0, diag(s)z >0
nenulové feseni.
Dusledek. Problém lze fesit v Case
2P x (&as na linedrni programovani). (8)

Omezime-li se na regresni modely s < pg regresnimi parametry, kde pg je
pevnd konstanta, pak i 2™ je pevnd konstanta, a tudiz (8) je polynom.
Ukazali jsme:

Véta. Pro libovolné py plati: omezime-li se jen na regresni modely s < pg
regresnimi parametry, pak rozhodovani o omezenosti mnoziny B, je v P.
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Specialni pripad Il: nezaporné regresni parametry
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Specialni pripad Il: nezaporné regresni parametry

Reformulujme jinak dusledek plynouci z (dusledku) Oettliho-
-Pragerovy véty. Problém lze fesit v Case

(pocet orthantli prostoru parametri RP) x(¢as na linedrni programovani).

—2p

Reknéme, Ze (z teorie) vime, Ze hodnoty regresnich parametrii jsou
nezaporné. Pak stali prozkoumat jediny orthant prostoru parametri.
Obdrzime vypocetni cas

1 x (&as na linedrni programovant).
To je polynom. Ukazali jsme:

Véta. Je-li prostorem parametril jen nezdporny orthant RP, pak
rozhodovani o omezenosti mnoziny B, je v P.
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak

By = {(X"X) X"y : y ey},
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak
B = {(X"X)XTy : y eyl

Geometricky: B, je obraz ,krychle” y C R" v prostoru parametri RP pfi
linedrnim zobrazeni v — (XTX)"1XTv.
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak
B = {(X"X)'XTy : y ey},

Geometricky: B, je obraz ,krychle” y C R" v prostoru parametri RP pfi

linedrnim zobrazeni v — (XTX)"1XTv.

@ Mnozina B, je konvexni polyedr specidlni struktury, tzv. zonotop. Ma
zajimavé geometrické vlastnosti, napf. kazda jeho sténa (libovolné
dimenze) je stfedové symetricka.
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak
B = {(X"X)'XTy : y ey},

Geometricky: B, je obraz ,krychle” y C R" v prostoru parametri RP pfi

linedrnim zobrazeni v — (XTX)"1XTv.

@ Mnozina B, je konvexni polyedr specidlni struktury, tzv. zonotop. Ma
zajimavé geometrické vlastnosti, napf. kazda jeho sténa (libovolné
dimenze) je stfedové symetricka.

@ Snadno zkonstruujeme tésnou intervalovou obdlku, napfiklad pomoci
linedrnich programi

max{=£z; : z:(XTX)_lXTy,ngS)_/, yeR", i=1,...,p.

(jde to dokonce jesté snadnéji).
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak
B = {(X"X)'XTy : y ey},

Geometricky: B, je obraz ,krychle” y C R" v prostoru parametri RP pfi

linedrnim zobrazeni v — (XTX)"1XTv.

@ Mnozina B, je konvexni polyedr specidlni struktury, tzv. zonotop. Ma
zajimavé geometrické vlastnosti, napf. kazda jeho sténa (libovolné
dimenze) je stfedové symetricka.

@ Snadno zkonstruujeme tésnou intervalovou obdlku, napfiklad pomoci
linedrnich programi

max{=£z; : z:(XTX)_lXTy,ngS)_/, yeR", i=1,...,p.

(jde to dokonce jesté snadnéji).

@ Umime konstruovat i elipsoidové obalky.
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Specialni ptipad lll: mnoZina B, pfi X = X

Mé&jme k dispozici data (X,y), kde X ma plnou sloupcovou hodnost. Pak
B = {(X"X)'XTy : y ey},

Geometricky: B, je obraz ,krychle” y C R" v prostoru parametri RP pfi

linedrnim zobrazeni v — (XTX)"1XTv.

@ Mnozina B, je konvexni polyedr specidlni struktury, tzv. zonotop. Ma
zajimavé geometrické vlastnosti, napf. kazda jeho sténa (libovolné
dimenze) je stfedové symetricka.

@ Snadno zkonstruujeme tésnou intervalovou obdlku, napfiklad pomoci
linedrnich programi

max{=£z; : z:(XTX)_lXTy,ngS)_/, yeR", i=1,...,p.

(jde to dokonce jesté snadnéji).
@ Umime konstruovat i elipsoidové obalky.

@ Umime toho mnohem vice.
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Konec motivacniho prikladu.
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Jesté nékolik prikladd

Necht symboly xq, ..., x, oznaluji data. Reknéme pro priklad, Ze jde
o vybér z N(u,a?).
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Jesté nékolik prikladd

Necht symboly xq, ..., x, oznaluji data. Reknéme pro priklad, Ze jde
o vybér z N(u,a?).

Z algebraického pohledu je jistd statistika S jen funkci dat xi, ..., X,.
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Jesté nékolik prikladd

Necht symboly xi, ..., x, oznaluji data. Reknéme pro p¥iklad, e jde
o vybér z N(u,a?).

Z algebraického pohledu je jistd statistika S jen funkci dat xi, ..., X,.

Reknéme dale, Ze pozorovani xi, ..., x, nejsou k dispozici; mame
k dispozici jen intervaly

X,‘:[éhfi]’ /.:1,...,/7

splnujici x1 € X1,..., Xy € Xp.
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Jesté nékolik prikladd

Necht symboly xi, ..., x, oznaluji data. Reknéme pro p¥iklad, e jde
o vybér z N(u,a?).

Z algebraického pohledu je jistd statistika S jen funkci dat xi, ..., X,.

Reknéme dale, Ze pozorovani xi, ..., x, nejsou k dispozici; mame
k dispozici jen intervaly

x;j = [x;,Xi], i=1,...,n
spliujici x13 € x1,...,Xx, € X,.
Zkoumejme hodnoty
S :=sup{S(x1,.-,Xn) i X1 € X1,...,Xn € Xn},
S :=inf{S(x1,...,Xn) : X1 € X1,...,Xn € Xp}.
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Jesté nékolik prikladd

Necht symboly xi, ..., x, oznaluji data. Reknéme pro p¥iklad, e jde
o vybér z N(u,a?).

Z algebraického pohledu je jistd statistika S jen funkci dat xi, ..., X,.

Reknéme dale, Ze pozorovani xi, ..., x, nejsou k dispozici; mame
k dispozici jen intervaly

xi=[x;,xi], i=1,...,n
spliujici x13 € x1,...,Xx, € X,.
Zkoumejme hodnoty
S :=sup{S(x1,.-,Xn) i X1 € X1,...,Xn € Xn},
S :=inf{S(x1,...,Xn) : X1 € X1,...,Xn € Xp}.

Obecné je vypocet S a S algoritmicky nefeitelny (nerekursivni). Ve
specialnich pripadech je situace lepsi.
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
@ Vybérovy prumér 1

n...P

..P

o
o

=) =)
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
@ Vybérovy prumér 1

n...P

..P

]

=) =)

)
o Vybérovy rozptyl o2

o je-li 4 zndmé: o2 ... P

o~

o je-li g zndmé: g2 .. . P
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
@ Vybérovy prumér 1
on...P
..P

]

=)

o Vybérovy rozptyl o2
o je-li 4 zndmé: o2 ... P
o je-li g zndmé: g2 .. . P
o je-li u nezndmé: o2 ... NPH
o je-li pp nezndmé: o2 ... P
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
@ Vybérovy prumér 1
on...P
..P

]

=)

o Vybérovy rozptyl o2
o je-li it zndmé: o2 ... P
o je-li p zndmé: E; .P
o je-li 4 neznémé: o2 ...NPH
@ je-li yt nezndmé: E ...P
@ t-pomér t
ot...P
o t...NPH
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Jesté nékolik prikladi — pokracovani

»P " znaci ,polynomialni ¢as"”, ,NPH" znaci ,,NP-tézky problém*.
@ Vybérovy prumér 1
on...P
..P

]

=)

o Vybérovy rozptyl o2

o je-li it zndmé: o2 ... P

o je-li p zndmé: E ...P

o je-li 4 neznémé: o2 ...NPH
@ je-li yt nezndmé: E ...P

@ t-pomér t

ot...P

o t...NPH
o F-pomér F

o F...NPH

o F...NPH
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Residudlni hodnoty modelu: Gvod

Uvazme opét systém instanci regresniho modelu
y=XpB+e,
kde X € X a y €y, a rezidudlni hodnotu

Ry = /6[2]'13, X8 = yllk.
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Residudlni hodnoty modelu: Gvod

Uvazme opét systém instanci regresniho modelu
y=XpB+e,
kde X € X a y €y, a rezidudlni hodnotu

Ry = /6[2]'13, X8 = yllk.

Lx-normy.
@ ||x|2 := VxTx, metoda nejmensich &tverct,

® |[x|j1 :=>_7_1 |xi|, metoda LAD, Least Absolute Deviations
® ||x||lso := max/_, |xi|, ¢ebySevovska aproximace.
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Residudlni hodnoty modelu: Gvod

Uvazme opét systém instanci regresniho modelu
y=XpB+e,

kde X € X a y €y, a rezidudlni hodnotu

Ry = /6[2]'13, X8 = yllk.

Lx-normy.
o |Ix||2 ;== V'xTx, metoda nejmensich &tverci,
® |[x|j1 :=>_7_1 |xi|, metoda LAD, Least Absolute Deviations
® |x||oo := max?_; |x;|, CebySevovska aproximace.
Problém. Zajima nds rozsah moznych hodnot Ry, tj.
Riy= min  min | X8 —
A% XeXyey BERP H /B kav

Ri= max min || X8 — .
K= ﬁeRpH B = yllk
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Residudlni hodnoty modelu: Gvod

Pripomernme:

® mingere || X5 — yl|2 se da vyjadrit explicitné
B=(XTX)"'XTy,
@ mingere || XS — y|/ se da zredukovat na linedrni program
mint subjectto X5 —y <te, - XB+y<te t>0,
@ mingere || XS — y||1 se da zredukovat na linedrni program

mine’w subjectto XB—y <w, —XB+y<w, w>0.
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Residudlni hodnoty modelu: prehled vysledki

Tridy problémi: polynomidlni (P) vs. NP-tézké (NPH)

I 1 " v \Y,
m obecné obecné pevné obecné pevné
X | intervalové intervalové intervalové redlné redlné
y | intervalové intervalové intervalové intervalové intervalové
15} obecné nezaporné obecné obecné obecné
R1 NPH NPH P P P
R4 NPH P P P P
Ro NPH NPH NPH NPH NPH
R, NPH P P P P
Roo NPH NPH P P P
Reo NPH P P P P
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Residualni hodnoty modelu: vypocet R pro 5 > 0

Bud' 8 a priori nezdporné (= prostor parametrii je omezen na nezaporny
ortant RP).

(a) Le-norma:
Roo = min{t : X3 —y < te, —Yﬁ—l—zg te, t > 0}.
(b) Li-norma:
Ry=min{fe'w: XB-y<w, —XB+y<w, w>0}

(b) Lz-norma:

R3 =min{|w[3: X8-y<w<XB-y, B>0}
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Residudlni hodnoty modelu: vypocet R pro p fixni

Idea. Rozdél prostor parametri RP 3 3 na jednotlivé ortanty, na nich to
umime Fesit efektivné.
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Residudlni hodnoty modelu: vypocet R pro p fixni

Idea. Rozdél prostor parametri RP 3 3 na jednotlivé ortanty, na nich to
umime Fesit efektivné.

(a) Le-norma:
Roo = seeri:rll}p R,
kde
R® = min{t: (X — X2diag(s))8 —y < te,
(=X — X2 diag(s))B +y < —te,
diag(s)8 > 0, t > 0}.
(b) Li, Lr-norma: analogicky
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Residudlni hodnoty modelu: vypocet R pro p fixni

Idea. Rozdél prostor parametri RP 3 3 na jednotlivé ortanty, na nich to
umime Fesit efektivné.

(a) Loo-norma:
Roo = seeri:rll}p R,
kde
R® = min{t: (X — X2diag(s))8 —y < te,
(=X — X2 diag(s))B +y < —te,
diag(s)8 > 0, t > 0}.
(b) Ly, Ly-norma: analogicky

Vypocetni slozitost:
@ 2P . (linearni program) pro L, a Li-normu

@ 2P . (konvexni kvadraticky program) pro Lp-normu
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Residualni hodnoty modelu: vypolet R pro p fixni

Pro p pevné, R, and Ry jsou spocitatelné v polynomidlnim &ase.
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Residualni hodnoty modelu: vypolet R pro p fixni

Pro p pevné, R, and Ry jsou spocitatelné v polynomidlnim &ase.

1. Musime projit vSechny mozné baze urcitého linedrniho programu

(téch je maximalné (213”:11)).

2. Pro kazdou bazi feSime intervalovou soustavu rovnic radu p + 1. O
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Residualni hodnoty modelu: vypolet R pro p fixni

Pro p pevné, R, and Ry jsou spocitatelné v polynomidlnim &ase.

1. Musime projit vSechny mozné baze urcitého linedrniho programu

(téch je maximalné (213”:11)).

2. Pro kazdou bazi feSime intervalovou soustavu rovnic radu p + 1. O

Dausledek.
Uloha je sice v P, ale ¢asova slozitost algoritmu je shora omezend

(4n)PTL - (linedrni program)
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Residualni hodnoty modelu: vypolet R pro p fixni

Pro p pevné, R, and Ry jsou spocitatelné v polynomidlnim &ase.

1. Musime projit vSechny mozné baze urcitého linedrniho programu

(téch je maximalné (213”:11)).

2. Pro kazdou bazi feSime intervalovou soustavu rovnic radu p + 1. O

Dausledek.
Uloha je sice v P, ale ¢asova slozitost algoritmu je shora omezend

(4n)PTL - (linedrni program)

Tedy: ne vzdy v P znamena rychle!
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Mnozina hodnot estimatoru

Problém. Zajima nas mnoZina hodnot estimatoru arg ming: || X3 — y||«,
tj. mnozina

By = {ﬁ eERP:p e argﬁmiﬂgp IXB" = yllk pro né&jaké y €y, X € X}.
‘e
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Mnozina hodnot estimatoru

Problém. Zajima nas mnoZina hodnot estimatoru arg ming: || X3 — y||«,
tj. mnozina

By = {ﬁ eERP:p e argﬁmiﬂgp IXB" = yllk pro né&jaké y €y, X € X}.
‘e

Cheme najit co nejtésnéjsi intervalovou obalku b € TR™ tak, ze B C b.
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Mnozina hodnot estimatoru

Problém. Zajima nas mnoZina hodnot estimatoru arg ming: || X3 — y||«,
tj. mnozina

By = {ﬁ eERP:p e argﬁmiﬂgp IXB" = yllk pro né&jaké y €y, X € X}.
‘e

Cheme najit co nejtésnéjsi intervalovou obalku b € TR™ tak, ze B C b.

Velmi tézky problém!
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Mnozina hodnot estimatoru

Problém. Zajima nas mnoZina hodnot estimatoru arg ming: || X3 — y||«,
tj. mnozina

By = {ﬁ eERP:p e argﬁmiﬂgp IXB" = yllk pro né&jaké y €y, X € X}.
‘e

Cheme najit co nejtésnéjsi intervalovou obalku b € TR™ tak, ze B C b.

Velmi tézky problém!

© Pro jakoukoli normu, testovat neomezenost By je co-NP-tézké.

© Pro jakoukoli normu, obalit By do intervalu je NP-tézke i
s predepsanou chybou.
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Estimator s L,-normou

1. zpaisob: Re$ime intervalovou soustavu (fadu p)

XX =XTy.
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Estimator s L,-normou

1. zpaisob: Re$ime intervalovou soustavu (fadu p)
XX =XTy.

Diky tzv. problému zavislosti je vysledek velmi nadhodnoceny.
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Estimator s L,-normou

1. zpaisob: Re$ime intervalovou soustavu (fadu p)
XX =XTy.

Diky tzv. problému zavislosti je vysledek velmi nadhodnoceny.

2. zpuisob: Regime intervalovou soustavu (fadu n 4+ p)

(%75 0)-6)
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Estimator s L,-normou

1. zpaisob: Re$ime intervalovou soustavu (fadu p)
XX =XTy.

Diky tzv. problému zdvislosti je vysledek velmi nadhodnoceny.

2. zpuisob: Regime intervalovou soustavu (fadu n 4+ p)
x2)()-0)
X Ih)\n y)

@ ale soustava je vétsi

@ vzdy lepsi reseni
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Estimator s L,-normou

Priklad:

T
1 1111 T
X:<[O’2]2345>,y:(11111).
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Estimator s L,-normou

Priklad:

T
111 T
xz<[0’2]2345>, y=(11111)".

0.8+
0.6

0.4r

0.2r

-0.21

-0.4f

-0.61

-0.81
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Estimator s L,-normou

Priklad:

T
1 1111 T
X:<[O’2]2345>,y:(23456).
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Estimator s L,-normou

Priklad:
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Estimator s [ a L,.-normou: bazicka stabilita

Pro L1 a Ly,-normu lze Glohu vyjadrit ve tvaru

T

minc u subject to Au < b, (%)

kde Ac Aabehb.
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Estimator s [ a L,.-normou: bazicka stabilita

Pro L1 a Ly,-normu lze Glohu vyjadrit ve tvaru

minclu subject to Au < b, (%)
kde Ac Aabch.

Pékna podtrida dloh: bazicky stabilni.
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Estimator s [ a L,.-normou: bazicka stabilita

Pro L1 a Ly,-normu lze Glohu vyjadrit ve tvaru

minclu subject to Au < b, (%)
kde Ac Aabech.
Pékna podtrida dloh: bazicky stabilni.

Definice. Uloha (*) je bazicky stabilni, pokud existuje baze jsouci
optimalni pro vsechna A€ A a b eb.
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Estimator s [ a L,.-normou: bazicka stabilita

Pro L1 a Ly,-normu lze Glohu vyjadrit ve tvaru

minclu subject to Au < b, (%)
kde Ac Aabech.
Pékna podtrida dloh: bazicky stabilni.

Definice. Uloha (*) je bazicky stabilni, pokud existuje baze jsouci
optimalni pro vsechna A€ A a b eb.

Ovérovani bazicke stability je co-NP-tézke.
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ProC je bazicka stabilita uzitecna?

Bud Gloha bazicky stabilni s bazi B. Pak:

@ Mnozina optimalnich feSeni je rovna mnoziné reseni intervalové
soustavy Agu = bg.
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ProC je bazicka stabilita uzitecna?

Bud Gloha bazicky stabilni s bazi B. Pak:
@ Mnozina optimadlnich FeSeni je rovna mnoziné fesSeni intervalové
soustavy Agu = bg.
To je zndmy problém, mnoho metod, Ize presné pro malé rozméry
(obecné NP-tézké).
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ProC je bazicka stabilita uzitecna?

Bud Gloha bazicky stabilni s bazi B. Pak:
@ Mnozina optimadlnich FeSeni je rovna mnoziné fesSeni intervalové
soustavy Agu = bg.
To je zndmy problém, mnoho metod, Ize presné pro malé rozméry
(obecné NP-tézké).
@ Vime-li, Ze feSeni je a priori nezdporné, pak mnozina optimdlnich
feSeni je konvexni polyedr popsany

Agu < bg, Agu > bg, u>0.

M. Cerny a M. Hladik (V§E, UK) Intervaly, algoritmy a vypocetni slozitost



Testovani bazické stability

Baze B je optimalni pro dané A € A a b € b, pokud plati:
O regularita: Ag je regularni;
© pripustnost: linedrni systém Agu = bg, Ayu < by je pripustny;
© optimalita: feSeni soustavy Agv = C je nezdporné.
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Testovani bazické stability

Baze B je optimalni pro dané A € A a b € b, pokud plati:
O regularita: Ag je regularni;
© pripustnost: linedrni systém Agu = bg, Ayu < by je pripustny;
© optimalita: feSeni soustavy AEV = C je nezdporné.

Zobecnéni na intervaly:
© regularita: implicitné v nasledujicim;
© najdi obalku u pro feSeni Agu = bg a otestuj Ayu < by;

© optimalita: feseni soustavy Agv = C je nezaporné.
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Testovani bazické stability

Baze B je optimalni pro dané A € A a b € b, pokud plati:
O regularita: Ag je regularni;
© pripustnost: linearni systém Agu = bg, Ayu < by je pfipustny;
© optimalita: feSeni soustavy AEV = C je nezdporné.

Zobecnéni na intervaly:
© regularita: implicitné v nasledujicim;
© najdi obalku u pro feSeni Agu = bg a otestuj Ayu < by;

© optimalita: feseni soustavy Agv = C je nezaporné.

[lustrace bazické stability.

@ Lj-regresni pfimka jako klasifikator, ktery rozdéluje dand data (x, y)
na dvé tfidy, nad primkou a pod pfimkou

@ bdzicka stabilita = stejna klasifikace pro libovolny vybér (x,y) z (x,y)
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:

@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:
@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat

@ nas pristup: vysetfit nejhorsi a nejlepsi pripad
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:
@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat
@ nas pristup: vysetfit nejhorsi a nejlepsi pripad

@ obecné muize tézké tyto pripady spocitat
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:
@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat
@ nas pristup: vysetfit nejhorsi a nejlepsi pripad
@ obecné muize tézké tyto pripady spocitat

@ ale za urcitych predpokladli to mdze byt snadné
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:
@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat
@ nas pristup: vysetfit nejhorsi a nejlepsi pripad
@ obecné muize tézké tyto pripady spocitat
@ ale za urcitych predpokladli to mdze byt snadné
Je zde mozné pracovat na radé€ problémdi: napf.
@ konstruovat dobré obalky pro By;
@ zkoumat hodnoty vyrazu (XTQ71X)"1XTQ "1y, kde matice Q je
intervalova apod.
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Zavér

Michale, napada té néco chytrého na zavér?
Michal: Ne...

Co jsme chtéli sdélit:
@ intervaly se bézné vyskytuji a je tfeba s nimi pocitat
@ nas pristup: vysetfit nejhorsi a nejlepsi pripad
@ obecné muize tézké tyto pripady spocitat
@ ale za urcitych predpokladli to mdze byt snadné
Je zde mozné pracovat na radé€ problémdi: napf.
@ konstruovat dobré obalky pro By;
@ zkoumat hodnoty vyrazu (XTQ71X)"1XTQ "1y, kde matice Q je
intervalova apod.

Dékujeme za pozornost; budeme vdécni za dotazy a za ,feedback”.
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