Exaktné testy a konfiden€né oblasti pre parametre normalneho
linearneho modelu s dvomi varian¢nymi komponentami
Viktor WITKOVSKY?

Ustav merania SAV, Bratislava
witkovsky@savba.sk

SA\%

ms
ms

TEO&\

&\‘“

%

_ ROBUST 2012 5
17. letna Skola JCMF, 9.9. - 14.9.2012, Némcicky, CR

praca vznikla v spolupréaci s J. Volaufovou (School of Public Health, LSU Health Sciences Center, New Orleans,
USA) a vdaka podpore grantov APVV-0096-10, VEGA 2/0019/10 a VEGA 2/0038/12



]
Abstrakt

V prispevku popiSeme metddu konStrukcie konfidenénych oblasti zaloZzenych na
invertovani exaktnych testov zaloZenych na funkcii podielu vierohodnosti (LRT/RLRT)
pre parametre normalneho regresného modelu s dvomi varianénymi komponentami

Y ~ No(XB,0°W (X)),

kde X je zndma (n x p) matica, 5 € R” je neznamy vektor parametrov a
a?W()\) = o?(In + \V) je kovarian¢na matica, pricom V je znama nezaporne definitna
matica, ktora zavisi od neznamych parametrov o> > 0 a A > 0.
Praca nadvéazuje na publikacie:
m Crainiceanu - Ruppert (JRSS 2004),
m Chvostekova - Witkovsky (MSR 2009),
m Volaufova - Witkovsky (TMMP 2012),
m Witkovsky - Volaufova (LINSTAT 2012).

V. WITKOVSKY (UM SAV) LRT/RLRT & konfidenéné oblasti ROBUST 2012 2129



]
Motivacia

Likelihood-based Region for (02, 6°)

Obl’.: llustra¢ny priklad: Exaktné konfidenéné oblasti pre varianéné komponenety norméaineho linearneho modelu s dvomi varianénymi komponentami
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UvaZujme normalny linearny regresny model s dvomi varianénymi komponentami
Y ~ No(X3,0°W(N)),
kde
Y je n-rozmerny vektor pozorovani;
X je zndma (n x p) matica, pricom rank(X) =rx < p;
S € RP je neznamy vektor parametrov;

a?W()) = o?(In + AV) je kovarianEna matica, ktora zavisi od parametrov o > 0 a
A>0.

V je znama n.n.d. matica, R(V) Z R(X).

Casto plati, Zze V = ZZ' pre nejakl (n x k) maticu Z, pricom rank(V) =ry < k.

Specialnym pripadom modelu je linearny zmiesany model (LMM) s dvomi varianénymi
komponentami:
Y =XB+Zu+e,

kde
mu~ N(0,03lk) ae ~N(0,0%l),u Le.

2
m)\= % reprezentuje podiel varianénych komponentov.
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V prispevku budeme prezentovat tvar Statistik podielom vierohodnosti (LRT/RLRT) a
ich exaktné rozdelenie (za platnosti nulovej hypotézy) pre testovanie tychto hypotéz:

Hypotéza 1: Hi:0=6aX=X

Hypotéza 2: HE:0=0a\= )\ and o” = 03
Hypotéza 3: HS - A= Xo

Hypotéza 4: Ho: X=X ao® =03

kde
m0=H’'B, 60 =Hpo,
® H € R(X’) je znama matica, pricom rank(H) = ry < rx.
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Exaktné (nulové) rozdelenie LRT/RLRT $tatitik pre testovanie hypotéz H} a H3 odvodili
Crainiceanu a Ruppert (JRSS 2004).

V prispevku uvedieme alternativnu reprezentaciu testovacich Statistik a ich nulové
rozdelenie, zaloZené na vysledkoch: Volaufova (Probastat 2011), Volaufova (IWMS
2011) a Volaufova and Witkovsky (TMMP 2012).

m Vo vSeobecnosti neexistuje jednoducha analyticka reprezentacia exaktnych
distribu€nych funkcii (CDF) Statistik LRT/RLRT, ktora by bola vhodna na (rychle)
numerické vypocty.

m Kvantily exaktnych rozdeleni LRT/RLRT moZno odhadnut z empirickych
distribu¢nych funkcii, ziskanych pomocou simulacii.

m Takyto spdsob vypoctu je vypoctovo naroény, kedzZe v kazdom kroku simulacie je
potrebna numericka optimalizacia (hfadanie maxima v 1-rozmernom priestore).
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m Pre Statistiky LRT/RLRT budeme pouzivat nasledovné oznacenie:

LR'(Y |[Hy=oh) = -2 (supHé é(;i%,)\.,oz\Y)—supé(ﬁ,)\,az\Y)> i=1,2,3,4
LRL(Y [H)=d)) = -2 (supH,o (R(/\,(rz\Y)—supER()\,az\Y)) =34
B 93 = (6o, M), 93 = (60, Ao, 03), 93 = Mo, 9§ = (o, 03),

n E(B, X\, a2 |Y), resp. (N, 02| Y), je Iogantmus funkcie vierohodnosti modelu
(log-likelihood resp. restricted log-likelihood).

m Motivaciou a kone¢nym ciefom tejto prace je konstrukcia simultannych
konfiden€nych oblasti pre parametre modelu pomocou invertovania exaktnych
testov LRT/RLRT:

c'(Y)
ch(Y)

{06 : LR'(Y |96) < LRi_o(¥0)}, i=1,2,3,4
{0 LRE(Y [9h) < LR, (9h)}, =34

m LR (¢ )aLR
LRJ (Y [HD).
m Vo v3eobecnosti, exaktné nulové rozdelenie LR'(Y | H)) resp. LRL (Y |H)) zavisi

od parametrov ¥}, € H). Ako v8ak ukaZeme, exaktné rozdelenie LRT/RLRT
Statistik pre testovanie uvedenych hypotéz zavisi len od hodnoty \o € Hy.
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Znacenie a Standardné vysledky

Budeme pouZivat nasledujice oznacenia:

My = In — Px, kde Px = X(X'X)™X" arank(Mx) = ry, =n —rx.

KedZe R(H) C R(X'), potom existuje matica G, R(G) C R(X) taka, Zze H = X'G,
napr. G = X(X'X)"H.

Mg = In — Pg, kde Pg = G(G'G)~G’, pricom rank(Pg) = ry.
Xie = MgX = X — Xy, kde X, = PeX, rank(X.«) = rq arank(X,) = rx — ru.
My, =1 — Px,, kde Px, = X,(XiX,)"X. arank(Px,)=rx —ry a

rank(Mx,) =n —rx + ry.
Mx, — Mx = Px,. = Xuu(XL,Xix) T XL, kde rank(Px,, ) = ry.

Ekvivalencia podpriestorov
Afinna mnoZzina strednych hodnét ndhodného vektora Y je posunuty linearny
podpriestor, parametrizovany vektorom parametrov v bez dalSich obmedzeni, t.j.

{XB:HB=HBo} =XBo+ {Xay: 7y e R¥ M}

kde X. = MgX, and any 3o € Hi, i = 1,2.
Viac podrobnosti mozno najst napr. v pracach Christensen (1987), alebo LaMotte
(1998).
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Znacenie a Standardné vysledky

Spektralny rozklad matice V a vypocet podielu determinantov |W (Xo)|/|W (A)].

Nech 0 < & < & < -+ < & oznatujl rozne vlastné Cisla matice V s ndsobnostami v,
pre &.

Plati, Ze nenulové vlastné &isla matic V a Z’Z sa rovnakeé.

Potom, pre W (\) = I, + AV dostavame

log(IW(N))) = Z vg log(1 + A¢i)
(W) _ 1+ Xoéi
oa (o) = Z valo0 | T
Uvedené vyrazy zavisia iba od nenulovych vlastnych Cisel & matice V.
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Znacenie a Standardné vysledky

m Pre [ubovolné XA > 0 oznaéme

m Rozdelenie odhadu 3.
Nech B'VB = Y, wEi je spektralny rozklad, kde B je n x (n — rx)-matica, ze
BB’ = Mx, B'B = In—r,, 0= po < pi1 < -+ < pr 0znacuja rozne vlastné ¢isla
matice B’'VB s nasobnostami v, pre i a Ei s navzajom ortogonalne projekéné
matice. Plati, Ze nenulové Gisla matic B'VB a Z'MxZ s0 rovnaké.
Podfa Olsen, Seely, and Birkes (1976) plati, ze

Y'BEB'Y ~ 05(1 + Xowi)Qu,, 1=0,1,...,r

je mnoZinar + 1 navzajom nezavislych ndhodnych premennych, pricom

Qu,, ~ Xt kde X, 0§ st skutocné hodnoty parametrov.

Odtial pomocou vztahov (MxW (A\)My )" = B(B'W (A\)B)*B’ aW ()\) = I + \V
dostavame
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Znacenie a Standardné vysledky
i «
m Pre Ao € Hp, i = 1,2 oznaCme

2 1
53 = =Y (MxW (0)Mx) 'Y,

. 1,/

o = 2V LMW (A0)Myx )" Y-,
kde X. = MgX a Y. =Y — Xz, pre lubovolné 3, € H} (akéakolvek volba
Bo = (H")~6o).

m Rozdelenie odhadu &3, — 63, za platnosti Hy, i = 1,2.
KedZe plati R(G) C R(X), dostavame

~2 A2

nes n&s 1

e Y2 [(M W (A0)Mx, )™ = (MxW (Ao)Mx) ] Y+
0 0 0

Hi
= Y;(PX**W(AO)PX**)+Y* (\9 QrHa

kde Q, ~ X%, @ Ao, o5 0znatuje skuto&né hodnoty parametrov. Navy3e, Qy, je
nahodna premenna nezavisla so vietkymi Q.

Viac moZno najst napr. v Crainiceanu and Ruppert (JRSS 2004) a Volaufova
(IWMS 2011).
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Test podielom vierohodnosti LRT hypotézy 1: Hé 0=60a =)
Na zaklade predpokladov o modeli a uvedenych tvrdeni dostavame:

RY(Y |H) = nlog(&io)

1+ A&
caup{ oo (3) + Lweien (T5E) |

i=1

RY(Y [Ho) ~ nlog (QrH+ZQ,,i>

1+AOM| 1+>\0£i
—nl E E |
*i‘i‘g{ nog( 1+ Ay > Ve Og(1+)\§i)}
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Hypoteza2: Hg : 0 = 6ga X = Agao? = og
Test podielom vierohodnosti LRT hypotézy 2:

2. 2 2
HO 0=60pal=Xgao =0y

|
RAY[HE) = "% —n(1 - log(n)
0
né? 1+ Mo&i
+§li|2 {nlog ( = ) +Zv.g, log (71+/\£i )}
|

LR?(Y |H) ~ QmZQM— (1 - log(n))

i=0

+sup{—n|og (Z lli>:\o:.l > ‘*‘Z% log ( 1—:);5.)}
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RS Gy 2 = 3
Test podielom vierohodnosti LRT hypotézy 3: Hg A= o

R3Y |H) = nlog (&io)

1+ Xoéi
+§L£ {nlog (ak) + sz, log (1-1-/\6)}

i=1

R*(Y |HS) ~ nlog <iQ>

1+AO,U/| 1+>\0£i
sup< —nlo v dog | =———=
*AJS{ g( T+ Q)*Z”ﬁ 9(1+Agi>}
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Test podielom vierohodnosti LRT hypotézy 4: H3 : A = A\g @ 02 = o3

|
~2
RUY|HE) = 22 —n(1-log(n)
0
_ 1+ A&
caup{ oo (104) 4 3w (118}
|

LR*(Y | HE) ZQM —n(1 —log(n))

l+)\0,u. 1+ Xoé
—nl |
*fi‘é’{ ”°9<Z T+ i >+Z”5' °g<1+xsi>}
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Hypotéza : Hg : A = Xpa o = of
Test podielom vierohodnosti RLRT hypotézy 3: HS’ A=A

|
RY(Y |HY) = (n—rx)log(aio)
+ ilipg{ (n—rx) Iog( )+Zulog<11:_);f’:')}
|
LRR(Y [H) ~ (n—rx)log (Z Qui>

- B 1+)\0M| 1+/\0,U|
" ii‘g{ (n rX)mg( 1+ M ”'>+ZV'|09(1+AM.
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Hypotéza 4: Hg A =2Xpa o2 = c,rg

Test podielom vierohodnosti RLRT hypotézy 4: H(‘,‘ ‘A=) aoc’= o

Ri(Y [Ho)

2

ns2

020 —(n —rx)(1 —log(n —rx))
0

igg{ (n—rx)|09< )—&-Zu,log(li);’:')}

LRR(Y [H3) ~ > Qu —(n—r)(1—log(n —rx))

+ sup

o 1+)\0/1. 1+ Xopi
(3250 £oon (32}
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Odvodenie exaktného nulového rozdelenia Statistik LRT/RLRT Pravdepodobnost nulového odhadu ML/REML parametra A
~ ~
Pr(AmL = 0] o) & Pr(ArgmL = 0/ Ao)

B 1+ Aoy > 1+ Xoéi
{ nlog <Z T ) +§”5‘ log ( DY

B B 1+ )\O/M 1+ )\O,U/I
{ (n rx)log< T+ Q,,,> Zy.log(lJr/\M
Potom Ay, = arg Supy>o {firt (A o)}, @ AremL = argsup, - {frirr (A | Ao)}-

Podmienen( pravdepodobnost toho, Ze ML/REML odhad parametra X\ bude 0 pokial
skuto€ny parameter je Ao, mozno odhadnut:

Oimr(Mdo) 0)

Oznacme

firr (A [ Ao)

frLrT (A | Ao)

Pr()\ML =0 | Ao) ~ Pr ( N

(Z(u. — )L+ Mom)Qu < 0>

Pr(frem. = 0| Xo) =~ Pr (Z(Mi = A)(1 4 Xopi)Qu < 0)

i=0

F_ 1 s : = _ _1 r -
kde{ = ;> va&ai= Y Do Viki-
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Standard asymptotické aproximacie

m Za predpokladu, Ze poZzadované predpoklady platia a testovana hodnota )\ je vo
vnUtri parametrického priestoru, t.j. Ao > 0, Standardnou asymptotickou
aproximaciou nulového rozdelenia danej LRT/RLRT Statistiky pre dostato¢ne
velky rozsah vyberu je

LR(Y | Ho) - X2,
kde d je pocet restrikcii na parametre modelu.

m Pre )\ na hranici parametrického priestoru, t.j. Ao = 0, Stram and Lee (Biometrics
1994) navrhli aproximéciu nulového rozdelenia danej LRT/RLRT Statistiky pre
dostato¢ne velky rozsah vyberu ako zmes rozdeleni

LR(Y |Ho) - 0.5x3_; : 0.53,
kde d je pocet restrikcii na parametre modelu.

m Pinheiro and Bates (2000) navrhli aproximaciu nulového rozdelenia danej
LRT/RLRT S&tatistiky pre Ao na hranici parametrického priestoru ako zmes
rozdeleni s rozdielnymi vihami:

LR(Y |Ho) —2» 0.65x%_; : 0.35x2,
kde d je pocet restrikcii na parametre modelu.
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Empiricka evidencia

Vlastnosti exaktného nulového rozdelenia LRT/RLRT Statistik budeme ilustrovat na
Specifickom prikalde: UvaZzujme model

Y =XB+2Zu+e¢,

m UvaZujeme tu model vhodny pre vybery z dvoch populécii s réznym poctom
vyberovych jednotiek (my, m,), tu m = my + m, = 5+ 7 = 12 vyberovych
jednotiek (subjektov), pricom na subjekte i mame T; opakovanych pozorovani v
roznych €asoch, Ti € {1, 3,3,6,9} pre prva populaciu, a T € {3,5,9,11,5, 4, 3}
pre druh( populaciu.

m Pozorovania Y, modelujeme ako Y = [X1, X](31,55)', kde Y jen=3>" T = 62
dimenzionalny vektor, X; reprezentuje s vysvetfujacu premennu (funkciu ¢asu) a
stipce X, reprezentujii pomocné (dummy) premenné pre rozlienie dvoch
populécii. Teda g, je skalar, a 3, je 2-rozmerny vektor.

V tomto modeli uvazujeme ako H}** hypotézu, 7e 1 = 0.

m Odozva Y bola modelovani pomocou modelu s ndhodnymi koeficientami
(intercepts), s (n x m) maticou Z plnej hodnosti, kde stipce reprezentovali
pomocné premenné pre m vyberovych jednotiek (subjektov), t.j. V = ZZ’, pricom
ry = 12, teda pomocou LMM s dvomi varianénymi komponentami.

Viac podrobnosti o Struktre daného modelu moZno njst v praci Volaufova and
Witkovsky (TMMP 2012).
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LRT hypotézy 1: H} : 6 = 6 a A = Ao

LRT of Hypothesis 1: HU' Xp= XBU &N= )‘u

LRT

ODbr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRY(y | HY pre rézne hodnoty A\, pricom h = rpy; = 1. Tenké Ciary zobrazuji exaktné CDF pre
0 0 H
Ap = 0:0.05 : 1 (zflava). Hrubé &iary zobrazuji aproximacie: (i) zmes rozdeleni 0,5)(2 h) : OASXZ h + 1) a rozdelenim XZ h + 1), (i) zmes rozdeleni
0
wxz(h) (1 — w)xz(h + 1), kdew = F'r(XML = 0| A\g = 0) = 0.7362 a necentralnym rozdelenim Xﬁ+1 5 s odhadnutym parametrom necentrality
& = 0.45.
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Empiricka evidencia

LRT hypotézy 1: H} : 6 = 6 a A = Ao

LRT of Hypothesis 1: HU: Xp= XBU &N= )‘u

0.9 2

08 2,
0.6 0
03"y

1
U
024
]
il

0.1

LRT

ODbr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRY(y | HY pre rézne hodnoty A\, pricom h = rpy; = 1. Tenké Ciary zobrazuji exaktné CDF pre
0 0 H
Ap = 0:0.05 : 1 (zflava). Hrubé &iary zobrazuji aproximacie: (i) zmes rozdeleni 0,5)(2 h) : OASXZ h + 1) a rozdelenim XZ h + 1), (i) zmes rozdeleni
0
wxz(h) (1 — w)xz(h + 1), kdew = F'r(XML = 0| A\g = 0) = 0.7362 a necentralnym rozdelenim Xﬁ+1 5 s odhadnutym parametrom necentrality

& = 0.45.
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LRT hypotézy 1: H} : 6 = 6 a A = Ao

LRT of Hypothesis 1: HU' Xp= XBU &N= )‘u

LRT

ODbr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRY(y | HY pre rézne hodnoty A\, pricom h = rpy; = 1. Tenké Ciary zobrazuji exaktné CDF pre
0 0 H
Ap = 0:0.05 : 1 (zflava). Hrubé &iary zobrazuji aproximacie: (i) zmes rozdeleni 0,5)(2 h) : OASXZ h + 1) a rozdelenim XZ h + 1), (i) zmes rozdeleni
0
wxz(h) (1 — w)xz(h + 1), kdew = F'r(XML = 0| A\g = 0) = 0.7362 a necentralnym rozdelenim Xﬁ+1 5 s odhadnutym parametrom necentrality
& = 0.45.
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LRT hypotézy 2: H3 : 0 =g a A = Ao a 0? = 03

LRT of Hypothesis 2: Hj: X = XB) & A =\ & o° =}
1 T

08r ul

05F- . -

CDF

03r -

0.2r- -

LRT

Obr.: Exaktne a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRZ(Y | Hg) pre rézne hodnoty Ag, pricom h = ry; = 1. Tenké &iary zobrazuju exaktné CDF pre
Ao = 0:0.05 : 1 (zlava). Hrubé Eary zobrazuj(i aproximécie: zmes rozdeleni wx2(h + 1) : (1 — w)x?(h + 2), kde
w = F’r(f\ML =0] Ao = 0) = 0.7362 a necentralnym rozdelenim Xﬁ+2 5S odhadnutym parametrom necentrality 5 = 0.45.
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LRT hypotézy 3: H3 : A = Ao

LRT of Hypothesis 3: A = )\0

LRT

ODbr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LR3(Y | Hg) pre rozne hodnoty X\q. Tenkeé Ciary zobrazuji exaktné CDF pre Ag = 0 : 0.05 : 1
(zfava). Hrubé &iary zobrazuji aproximacie: zmes rozdeleni wxz(o) (1 — w)xz(l), kdew = Pr(XML = 0| Ag = 0) = 0.7362 a necentralnym

rozdelenim X% 5S odhadnutym parametrom necentrality 5 = 0.45.
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LRT hypotézy 4: H : A = \g @ 02 = 03

LRT of Hypothesis 4: H;:

LRT

Obr.: Exaktne a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LR4(Y | Hg) pre rézne hodnoty X(. Tenké Ciary zobrazuji exaktné CDF pre Ag = 0: 0.05 : 1
zlava). Hrubé Ciary zobrazuj(i aproximacie: zmes rozdeleni wx: S (1 — w)x?%(2), kdew = Pr(Xy = =0)=0. a necentralnym

fava). Hrubé Ciary zobrazuj deleni wx?(1) : (1 2(2), kd Pr(AgL = 0] Ag = 0) = 0.7362 I
rozdelenim X% 5S odhadnutym parametrom necentrality 5 = 0.45.
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RLRT hypotézy 3: H3 : A = Ao

RLRT of Hypothesis 3:A = A

—

LRT

Obr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRE (Y | H3) pre rozne hodnoty A Tenké Giary zobrazuji exaktné CDF pre Ag = 0 : 0.05 : 1
(zfava). Hrubeé giary zobrazuju aproximacie: zmes rozdeleni WXZ(O) c(1— w)xz(l), kdew = Pr(S‘REML = 0] Xg = 0) = 0.5635 a centralnym
rozdelenim X%-
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Test podielom vierohodnosti RLRT hypotézy 4: H : A = \g a 02 = 03

RLRT of Hypothesis 4: H): A = A & ° = o7

1 T

10 15

LRT

Obr.: Exaktné a priblizné nulové rozdelenia Statistiky LRE (Y | H3) pre rozne hodnoty X Tenké Giary zobrazuji exaktné CDF pre Ag = 0 : 0.05 : 1
(zfava). Hrubé Ciary zobrazuju aproximacie: zmes rozdeleni wxz(l) (11— W)X2(2), kdew = Pr(XREML = 0] Xp = 0) = 0.5635 a centralnym
rozdelenim X%-
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Exaktné nulové rozdelenie LR/RLRT Statistik zavisi na vlastnych €islach pin a
matic modelu pre n-rozmerny vektor Y .

Pre testovanie hypotéz H} a HZ, pricom )\ = 0, Crainiceanu and Rupert (2004) navrhli
asymptotick( aproximaciu, zaloZenl na predpokladoch:

m Nech rank(V) = ry je pevne dané a nech

lim 0 — gy
n—oco NY Hi. o
lim S0 g
n—oo NY él’%

pre nejaké v > 0.
m Potom
i, o0 2 <
N Qu — Z Vg log(1 + )‘flx)

=1

r
LRY(Y [HY) 2 Q. +su Ao
(Y [H3) U ;HAM

r

T S
LRO(Y [HY) 2 supd S 2= o, 3™y log(1+ 3¢ a) ¢
x>0 | =1 1+ Moo =1

r 3 r

Al 00 <

R ) 2 sup {3 20 3o+ )|
xxo0 [T 1+ Ao i—1
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Nestandardné asymptotické aproximacie Vyvazeny ANOVA model jednoduchého triedenia s nahodnymi efektami

Pre ilustraciu uvazujme vyvazeny ANOVA model jednoduchého triedenia s nahodnymi
efektami, s K Grovilami a J pozorovaniami pre kazdu Groven. Potom, n = KJ,
rank(V) = ry = K a zodpovedajuce vlastné Cisla st

B 10,0 = 0 s nasobnostou v, 0 =n — K,

B /i1, = J snasobnostou v, ; =K — 1,

m &1, = 0snéasobnostou g1 =n —K,

m & = J s nasobnostou v 1 = K.
Za platnosti nulovej hypotézy H3 : Ao = 0 exaktné rozdelenie RLRT Statistiky
LRR(Y [H5) je

LRR(Y |H§) ~ nlog(Qu—1+Qn« )+ inf {—n log (fj;{] + Qn,K)) — Klog(1 + AJ)

——

Crainiceanu and Rupert (2004) navrhli asymptotickd aproximaciu rozdelenia pre
J — oo a konstantnd hodnotu K ako

LR3(Y [H5) —= {(Qk—1 — K) — K log (Qc—1/K)} x I(Qx—1 > K),

Toto asymptotické rozdelenie méa v nule hodnotu rovni Pr(Qg 1 < K).
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