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Markowitzův model optimálnı́ volby portfolia www.KMA.zcu.cz

Markowitzův model

I model výběru optimálnı́ho portfolia na kapitálovém trhu (Harry
Max Markowitz,1952)

I ideálnı́ trh bez transakčnı́ch nákladů, bez arbitráže, s neomezeně
dělitelnými aktivy, . . .

I racionálnı́, riziko averznı́ investoři, kteřı́ majı́ k dispozici stejné
informace

I aktiva Ai, i = 1, 2, . . . , N jsou popsána náhodnými veličinami Xi

se známými střednı́mi hodnotami EXi = µi a variačnı́ maticı́
V = (cov (Xi, Xj))i,j=1,2,...,N

I Xi charakterizujı́ výnosnost aktiv
I EXi očekávaná výnosnost (Ri)
I varXi = cov (Xi, Xi) rizikovost aktiva (σ2i )
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informace

I aktiva Ai, i = 1, 2, . . . , N jsou popsána náhodnými veličinami Xi
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Stabilita optimálnı́ volby portfolia Markowitzova modelu 10.-14.9.2012 3 / 20



Markowitzův model optimálnı́ volby portfolia www.KMA.zcu.cz

Mean - variance efektivnı́ portfolio

I složenı́ portfolia je určeno vahami wi, pro které platı́
∑
i
wi = 1

I výnosnost portfolia Rp =
∑

iwiRi

I rizikovost portfolia σ2p = wTV w

I investor maximalizuje výnos Rp a minimalizuje riziko σ2p
I Markowitzovo efektivnı́ portfolio je dáno vahami w∗

i tak, že
neexistujı́ jiné váhy takové, že platı́ Rp∗ ≤ Rp a současně σ2p∗ ≥ σ2p
a alespoň jedna nerovnost je ostrá
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I výnosnost portfolia Rp =
∑

iwiRi

I rizikovost portfolia σ2p = wTV w
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a alespoň jedna nerovnost je ostrá
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I výnosnost portfolia Rp =
∑

iwiRi

I rizikovost portfolia σ2p = wTV w

I investor maximalizuje výnos Rp a minimalizuje riziko σ2p
I Markowitzovo efektivnı́ portfolio je dáno vahami w∗
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Stabilita optimálnı́ volby portfolia Markowitzova modelu 10.-14.9.2012 4 / 20
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Markowitzův model optimálnı́ volby portfolia www.KMA.zcu.cz

Optimálnı́ portfolio

I necht’ V je regulárnı́ (žádné aktivum zahrnuté do portfolia nenı́
bezrizikové), vektory R a 1 jsou lineárně nezávislé (výnosnosti
alespoň dvou aktiv jsou různé) a 1TV R 6= 0, pak při libovolně
zvolené hodnotě Rp ≥ Rmin existuje vždy jediný vektor vah w,
který minimalizuje rozptyl při omezujı́cı́ podmı́nce Rw ≥ Rp a
tento vektor vah je vyjádřen vztahem

w(Rp) = µ1
V −1R

1TV −1R
+ µ2

V −11

1TV −11
,

kde µ1 a µ2 lze zı́skat řešenı́m soustavy RTw = Rp,1w = 1

I rozšiřujı́cı́ modely pak umožňujı́ volbu optimálnı́ portfolio pro
konkrétnı́ho investora, které záležı́ bezrizikových sazbách
dostupných na trhu a na volbě indiferenčnı́ch křivek vztahu
investora k riziku
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Využitı́ principů teorie náhodných matic www.KMA.zcu.cz

Teorie náhodných matic (RMT)

I původně fyzikálnı́ aplikace při popisu spektrálnı́ch vlastnostı́
atomových jader (Dyson, F., Mehta, M. -1962,1963)

I současné použitı́ na aplikace ve vı́cerozměrných časových řadách
Plerou,V. et al.: Random matrix approach to cross correlations in
financial data. Phys.Rev. E.,2002, Laloux, L. et al.: Random matrix
theory and financial correlations. Int. J. Theor. App. Finance,2000

I globálnı́ akciové trhy největšı́ch akciových společnostı́
obchodovaných na světových trzı́ch

I 30-minutové výnosy 1 000 největšı́ch US akciı́ v rozmezı́ dvou let
1994–1995

I 452 akciových společnostı́ zahrnutých v indexu S&P500, T=1500
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Využitı́ principů teorie náhodných matic www.KMA.zcu.cz
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I 452 akciových společnostı́ zahrnutých v indexu S&P500, T=1500
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Využitı́ principů teorie náhodných matic www.KMA.zcu.cz

Vlastnı́ čı́sla korelačnı́ matice

I uvažujme empirickou korelačnı́ matici R = 1
TAAT , kde A je

matice (N × T ) s i.i.d. prvky s nulovou střednı́ hodnotou a
konstantnı́m rozptylem σ2

I pro Q = T
N ≥ 1 pevné, platı́ pro N →∞ a T →∞ rozdělenı́

vlastnı́ch čı́sel

P (λ) =


Q

2πσ2

√
(λmax−λ)(λ−λmin)

λ pro λmin ≤ λ ≤ λmax

0 jinde

.

kde λmax/min = σ2
(
1 + 1/Q± 2

√
1/Q

)
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Využitı́ principů teorie náhodných matic www.KMA.zcu.cz

P (λ) pro různé hodnoty σ2 a T
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Simulovaná data www.KMA.zcu.cz

Simulovaná data

I simulované modely časových řad akciı́
I dSt = F (t, St)dt+G(t, St)dW

I F (t, St) driftová složka (očekávaná výnosnost akciı́, počátečnı́
hodnota S0)

I G(t, St) difúznı́ složka (variabilita akciı́)

I počet generovaných řad N = 15, délka generovaných řad T = 60

I simulované časové řady reprezentujı́cı́ jednotlivé akcie jsou
korelovány (korelačnı́ matice C)
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hodnota S0)

I G(t, St) difúznı́ složka (variabilita akciı́)

I počet generovaných řad N = 15, délka generovaných řad T = 60

I simulované časové řady reprezentujı́cı́ jednotlivé akcie jsou
korelovány (korelačnı́ matice C)
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Simulovaná data www.KMA.zcu.cz

Simulovaná data
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I G(t, St) difúznı́ složka (variabilita akciı́)
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Simulované časové řady aktiv
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Simulovaná data www.KMA.zcu.cz
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Reálná data www.KMA.zcu.cz

Reálná data

I Burza cenných papı́rů Praha, a.s.
I dennı́ zavı́racı́ ceny ze systému SPAD
I I AAA (24.9.2007),

CETV (27.6.2005),
ČEZ (3.1.2005),
ERSTE (3.1.2005),
FORTUNA (22.10.2010),
KITD (28.1.2010),
KOMERČNÍ BANKA (3.1.2005),
NWR (6.5.2011),
ORCO (1.2.2005),
PEGAS (18.12.2006),
PHILIP MORRIS ČR (3.1.2005),
TELEFONICA (3.1.2005),
UNIPETROL (3.1.2005),
VIG (5.2.2008)

I I I I I I I I I I I I II data očištěna o výplaty dividend
I logaritmické 20-ti dennı́ výnosy
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Reálná data www.KMA.zcu.cz
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Reálná data

I Burza cenných papı́rů Praha, a.s.
I dennı́ zavı́racı́ ceny ze systému SPAD
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Reálná data

I Burza cenných papı́rů Praha, a.s.
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ČEZ (3.1.2005),
ERSTE (3.1.2005),
FORTUNA (22.10.2010),
KITD (28.1.2010),
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I I AAA (24.9.2007),

CETV (27.6.2005),
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Reálná data www.KMA.zcu.cz
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Reálná data

I Burza cenných papı́rů Praha, a.s.
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Reálná data

I Burza cenných papı́rů Praha, a.s.
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PHILIP MORRIS ČR (3.1.2005),
TELEFONICA (3.1.2005),
UNIPETROL (3.1.2005),
VIG (5.2.2008)

I I I I I I I I I I I I II data očištěna o výplaty dividend
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PHILIP MORRIS ČR (3.1.2005),
TELEFONICA (3.1.2005),
UNIPETROL (3.1.2005),
VIG (5.2.2008)

I I I I I I I I I I I I II data očištěna o výplaty dividend
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Stabilita optimálnı́ volby portfolia Markowitzova modelu 10.-14.9.2012 12 / 20
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Reálná data www.KMA.zcu.cz

Výstupy na základě hodnot 2005-2012
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Výstupy na základě ročnı́ch hodnot 2008
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Závěr www.KMA.zcu.cz

λ ≥ λmax

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII
2005 13.7 13.8 13.9 13.7 13 12.9 14.1 14.2 13.4 14.7 13.8
2006 14.4 15.2 14.5 15.1 13.1 13.8 12.3 12.0 12.9 13.2 12.8 13.9
2007 11.5 12.5 12.1 11.6 12.8 14.2 14.5 11.5 11.8 13.2 10.5 12.8
2008 12.8 14.7 12.4 11.8 13.7 12.2 11.6 12.9 12.1 10.9 9.9 10.4
2009 12.4 11.6 13.9 12.3 12.6 11.3 11.9 12.6 9.6 9.5 8.8 7.3
2010 4.8 6.5 3.5 3.8 5.1 6.5 5.2 5.2 6.9 8.4 10.1 12.4
2011 13.8 15.4 13.3 12.8 10.2 11.9 13.0 12.1 13.5 12.0 8.8 12.7
2012 12.8 10.5 11.5 13.0 10.5
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Děkuji za pozornost.
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