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V lineárńım modelu s chybami mě̌reńı budeme zkoumat chováńı pǒradových test̊u, které byly p̊uvodně navrženy pro testováńı
hypotéz v modelech, které p̌redpokládaly, že odezva i regresory byly mě̌reny p̌resně. Ukážeme, že pro některé hypotézy
se použit́ım těchto test̊u v modelech s chybami mě̌reńı zachovává hladina testu, p̌ŕıtomnost chyb však vede ke sńıžeńı śıly
použitého testu. Toto budeme ilustrovat numericky i pomoćı simulaćı.

Úvod
O statistické inferenci v modelech s chybami měřeńı (EV
modely) již existuje bohatá literatura, reprezentovaná kni-
hami Fuller (1987), Carroll et al. (2. vydáńı 2006), Cheng
and van Ness (1999) a řadou článk̊u. Některé články se již
dotýkaj́ı robustńıch a neparametrických metod, avšak až
donedávna neexistovaly žádné výsledky o chováńı a využit́ı
pořadových test̊u v EV modelech. Prakticky prvńımi
pracemi o pořadových testech v EV modelech jsou práce [1]–
[3] o pořadových testech v lineárńıch a částečně lineárńıch
modelech s chybami měřeńı. Ukazuje se, že právě pořadové
testy jsou velmi výhodné pro EV modely, protože jsou
invariantńı vzhledem k mnoha transformaćım a přinášej́ı
rozumnou zprávu a závěry i v této situaci. S těmito modely
se (někdy nevědomky) můžeme setkat např́ıklad v lékařstv́ı,
geologii, lesnictv́ı, atd., vlastně všude, kde se výsledky
źıskávaj́ı měřeńım.

Model bez chyb měřeńı
Uvažujme lineárńı model

Yi = β0 + x′iβ + ei, i = 1, . . . , n,

kde xi je p-rozměrný vektor regresor̊u a ei jsou i.i.d.
náhodné veličiny s distribučńı funkćı F , resp. absolutně
spojitou hustotou f . Naš́ım úkolem je testovat hypotézu

H0 : β = 0 proti alternativě K : β 6= 0,

kde β0 považujeme za rušivý parametr.
Budeme předpokládat, že při n →∞ plat́ı:

Qn =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)′ → Q,

n−1 max
1≤i≤n

{(xi − x)′Q−1
n (xi − x)} → 0,

kde Q je pozitivně definitńı matice p× p a x = 1
n

∑n
i=1 xi.

Označme

Sn = n−1/2
n∑

i=1

(xi − x)an(Ri),

kde R1, . . . , Rn jsou pořad́ı Y1, . . . , Yn a skóry an(i) jsou
generované neklesaj́ıćı, s druhou mocninou integrovatel-
nou skórovou funkćı ϕ: an(i) = Eϕ(Un:i), nebo an(i) =
ϕ

(
i

n+1

)
, kde Un:1 ≤ . . . ≤ Un:n jsou pořádkové statistiky

odpov́ıdaj́ıćı výběru o rozsahu n z rovnoměrného rozděleńı
R(0, 1). K testováńı H0 použijeme statistiku

T 2
n = (A(ϕ))−2S′nQ

−1
n Sn,

kde

A2(ϕ) =

∫ 1

0

(ϕ(t)− ϕ)2dt, ϕ =

∫ 1

0

ϕ(t)dt.

Statistika T 2
n má za hypotézy asymptoticky χ2 rozděleńı o p

stupńıch volnosti, tedy H0 zamı́táme ve prospěch K, pokud
T 2

n > χ2
p(1−α), kde χ2

p(1−α) je 1−α kvantil χ2 rozděleńı
o p stupńıch volnosti.

Dále se dá ukázat, že za alternativy K∗ : β = βn =
n−1/2β∗, pro pevné 0 6= β∗ ∈ Rp je asymptotické
rozděleńı T 2

n necentrálńı χ2 rozděleńı o p stupńıch volnosti

s parametrem necentrality η2 = β′
∗Qβ∗

γ2(ϕ,f)
A2(ϕ)

, přičemž

γ(ϕ, f ) =
∫ 1

0 ϕ(t)ϕ(t, f )dt, ϕ(t, f ) = −f ′(F−1(t))
f(F−1(t))

. Tedy

śıla odvozeného testu za této alternativy je 1− Ψp(χ
2
p(1−

α), η2), kde Ψp(x, η2) znač́ı distribučńı fuknci necentrálńıho
χ2 rozděleńı o p stupńıch volnosti s parametrem necentra-
lity η2.

Model s chybami v regresorech
Nyńı budeme předpokládat, že mı́sto regresor̊u xi pozoru-
jeme wi = xi + vi, kde vi jsou i.i.d. p-rozměrné náhodné
vektory nezávislé na ei. Předpokládejme, že pro jejich
rozděleńı při n →∞ plat́ı

Vn =
1

n

n∑
i=1

(vi − v)(vi − v)′
p→ V,

kde V je pozitivně definitńı matice p × p a nav́ıc
předpokládejme, že

1

n

n∑
i=1

(vi − v)′(xi − x)
p→ 0.

Analogicky jako v předchoźım označme

S̃n = n−1/2
n∑

i=1

(wi −w)an(Ri),

T̃ 2
n = (A(ϕ))−2S̃′n(Qn + Vn)

−1S̃n.

Statistika T̃ 2
n má za hypotézy asymptoticky χ2 rozděleńı o

p stupńıch volnosti, zat́ımco za alternativy asymptoticky
necentrálńı χ2 rozděleńı o p stupńıch volnosti s parame-

trem necentrality η2 = β′
∗Q(Q+V)−1Qβ∗

γ2(ϕ,f)
A2(ϕ)

. Asymp-

totická relativńı eficience (ARE) testu H0 založeném na T̃ 2
n

vzhledem ke stejnému testu bez př́ıtomnosti chyb měřeńı

je β′∗Q(Q+V)−1Qβ∗
β′∗Qβ∗

. Č́ıslo n · ARE může být interpretováno

jako počet pozorováńı, které bychom potřebovali k dosažeńı
asymptoticky stejné śıly jako při použit́ı stejného testu v
modelu bez př́ıtomnosti chyb měřeńı.

Model s chybami v odezvě
Předpokládejme, že regresory xi pozorujeme přesně,
zat́ımco mı́sto Yi pozorujeme Zi = Yi + Wi, kde Wi jsou
i.i.d. náhodné veličiny nezávislé na xi i Yi s distribučńı
funkćı G a absolutně spojitou hustotou g. Označme

Ŝn = n−1/2
n∑

i=1

(xi − x)an(R̂i),

T̂ 2
n = (A(ϕ))−2Ŝ′nQ

−1
n Ŝn,

kde R̂1, . . . , R̂n jsou pořad́ı Z1, . . . , Zn. Statistika T̂ 2
n má

za hypotézy asymptoticky χ2 rozděleńı o p stupńıch vol-
nosti, zat́ımco za alternativy asymptoticky necentrálńı χ2

rozděleńı o p stupńıch volnosti s parametrem necentrality

η2 = β′
∗Qβ∗

γ2(ϕ,h)
A2(ϕ)

, kde h(y) =
∫

f (x)g(y−x)dx. ARE to-

hoto testu vzhledem ke stejnému testu bez př́ıtomnosti chyb

měřeńı je
(

γ(ϕ,h)
γ(ϕ,f)

)2

. Př́ıpad chyb v regresorech i odezvě je

snadnou kombinaćı předchoźıch dvou př́ıpad̊u.

Simulace
Uvažujme regresńı př́ımku Yi = β0 + β1xi + ei. Nechť xi

pocháźı z rovnoměrného rozděleńı R(-2,10) a volme n = 100
a β0 = 1 a testujeme hypotézu, že β1 = 0 proti obecné al-
ternativě. Budeme porovnávat śılu testu v závislosti na
volbě skórové funkce ϕ (použijeme přibližné skóry) a na
rozděleńı chyb pozorováńı. Uvažujme nejprve chybu v re-
gresorech xi. Asymptotická śıla odvozeného testu záviśı
pouze na asymptotickém rozptylu chyb měřeńı (V ), nikoliv
na jejich samotném rozděleńı. Na obrázku je tato závislost
nakreslena pro r̊uzné volby chyb modelu ei a pro r̊uzné
skórové funkce (β1 zvoleno pevně 0,1):

ϕ(u) =





Φ−1(u)
u− 1

2
sign(u− 1

2)
−1− log(1− u),

kde Φ−1(u) je kvantilová funkce standardńıho normálńıho
rozděleńı. Poznamenejme, že př́ıpad V = 0 odpov́ıdá
situaci bez chyb měřeńı.
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Zkoumejme nyńı vliv chyb měřeńı v odezvě Yi. V
následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny odhady śıly odvozeného
testu na základě 10 000 simulaćı v závisloti na rozděleńı
chyb modelu ei i chyb měřeńı Wi pro r̊uzné volby skórové
funkce:

Wi\ei N(0,1) DExp(0,1) Logis(0,1) Cauchy(0,1)

0 0,91 0,91 0,73 0,80 0,45 0,49 0,33 0,44
0,77 0,85 0,80 0,60 0,39 0,35 0,54 0,23

N(0,13) 0,81 0,81 0,63 0,69 0,41 0,44 0,29 0,38
0,65 0,72 0,60 0,50 0,35 0,32 0,41 0,20

R(-1,1) 0,82 0,82 0,64 0,69 0,41 0,45 0,27 0,36
0,64 0,72 0,58 0,50 0,35 0,32 0,39 0,20

Exp( 1√
3
) 0,83 0,83 0,64 0,70 0,41 0,45 0,28 0,38

0,68 0,69 0,64 0,49 0,35 0,31 0,43 0,20

Logis(0, 1
π) 0,82 0,82 0,64 0,70 0,42 0,45 0,27 0,36

0,66 0,72 0,63 0,51 0,36 0,32 0,41 0,19

R(-1,1) 0,82 0,82 0,64 0,69 0,41 0,45 0,27 0,36
0,64 0,72 0,58 0,50 0,35 0,32 0,39 0,20

R(-2,2) 0,58 0,56 0,45 0,47 033, 0,35 0,20 0,26
0,38 0,48 0,32 0,35 0,26 0,25 0,23 0,14

Závěr
Př́ıtomnost chyb měřeńı neovlivňuje hladinu uvažovaných
pořadových test̊u, snižuje však jejich výslednou śılu ve
srovnáńı s modelem bez chyb měřeńı. Pro chyby měřeńı s
malým rozptylem však toto sńıžeńı neńı nikterak markantńı.
Śılu testu také nemale ovlivňuje volba skórové funkce ϕ.
Ukazuje se, že použit́ı tzv. Wilcoxonových skór̊u (ϕ(u) =
u − 1

2) dosahuje i přes svou jednoduchost velmi dobrých
výsledk̊u pro širokou tř́ıdu uvažovaných chyb modelu i chyb
měřeńı, na rozd́ıl od jiných skór̊u, které dosahuj́ı v mode-
lech bez chyb měřeńı dobrých výsledk̊u, avšak př́ıtomnost
chyb měřeńı výslednou śılu znatelně sńıž́ı (např. volba
ϕ(u) = sign(u− 1

2)).
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