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pre parameter 1 na zaklade malého vyberu z digitalizovanych merani.

Prispevok sa zaobera algoritmom pre vypocet pribliZnych konfidenénych intervalov parametera polohy z digitalizovanych merani. Je prezentovany v3eobecny popis algoritmu pre
generovanie nahodného vyberu z fiducialnej distribicie ako aj podrobnejsie znazornenie vytvorenia mnoZiny moZnych hodnot parametrov (u, o) tak, aby tato bola neprazdna.
Nasledujicim krokom je vytvorenie vyberového mechanizmu, ktory vygeneruje jedind hodnotu parametra (u, o) z polygdénu vietkych moZnych hodndt parametrov. Na zaver su
zhrnuté vysledky simulagnej étddie, ktorej cielom bolo porovnat zikladne ¥tatistické vlastnosti (pravdepodobnost pokrytia a otakdvant dlliku) pribliznych konfidenénych intervalov

Algoritmus pre generovanie nahodného vyberu z fiducialnej distribiicie
Zdruzena fiducialna distribuéna funkcia parametrov (p, o) (zavisi od G, @, a V') je dané ako

Fluo((1,0%)) = Pr(V(Q(z, 2%)) < (*,0%)|2* € S(x)), (1)

kde (u*,0%) je pevne zvoleny vektor hodnot a Z* = (Z7,73,...,2%) ~ N(0,1,). Tu X = G(&, Z)
je znamy systém strukturalnych rovnic (data generujuci mechanizmus, spaja ndhodny vektor pozorovani
X s vektorom parametrov € € =), Q(X, Z) reprezentuje 'inverzni funkciu’ ku G (pre Iubovolni pevni
hodnotu x a z tvorl mnozinu vsetkych moznych parametrov) a V() je ndhodny mechanizmus volby
parametra (i, o) z uzaveru mnoziny moznych parametrov Q(x, z), pricom V(-) méa rovnomerné rozdele-

nie nad Q(z, z). Navyse, ak z € S(x), kde
S(x)={(z1,...,2,) : Hp,0), ¢ x;—0/2<p+oz;<zi+9/2, i=1,2,....,n}, (2)

pricom x; = dk; = 0| (u+0Z;)/d +0.5], kde d je rozlisenie meracieho pristroja, tak mnozina paramterov
Q(x, z) vytvara polygon.

Zakladné kroky algoritmu

Napriek tomu, ze explicitny tvar rozdelenia (1) nie je znamy, generovanie nahodného vyberu parametrov
(11, 0) mozno urobit priamo podla (1). Na to, aby sa pocas generovania realizécii nahodného vektora
Z* nevyskytli pripady, ked Q(z, Z*) = 0 (t.j. aby nebolo nutné v kazdom kroku algoritmu overovat
podmienku Z* € S(z)) s vyhodou mozno vyuzit metédy generovania zaloZzené na MCMC (Markov Chain
Monte Carlo). Detailny popis algoritmu mozno néjst v praci Hannig et al. (2007), pricom je zaloZeny na
nasledovnom postupe:

1. Ak je realizdcia vektora merani x = (1,2, ...,T,) konzistentnd s modelom (danym vyberovym
mechanizmom @), potom musi existovat najmenej jeden parameter, napr. 5(0) = (,u(o),a(o)), ze
r=G (5(0), z) pre nejaki hodnotu z, povedzme 2 teda plati 2V € S(x).

(k=1 algoritmus néjde polygén

2. Pre Iubovolni hodnotu vektora chyb z € S(x), povedzme z
Q (x, z(’“_m) s nekoneénym poctom moznych hodnot parametrov (u, o).

3. Pomocou vyberového mechanizmu V (-) algoritmus vygeneruje jedini hodnotu parametra (u, o) z
polygonu () (:1:, z(k_l)), napr. (/QL(M7 a(’“)), ktory splita podmienky a; < pu*) + ¥z, < 8 pre vietky
z;, také ze (ozz- — ,u<k)> /0(@ <z < (@ — ,u(k)) /a(k), 1=1,...,n.

4.7 tychto moznych hodnot z; algoritmus nahodne vyberie novi verziu vektora chyb z , napr.
k) — (zgk), . ,sz)). Algoritmus potom pokracuje opakovanim krokov 2-4, pokial sa nedosiahne
pozadovany pocet realizacii nahodného vyberu parametrov (u, o) z fiducidlnej distribuicie.

5. Na vylepsenie rychlosti konvergencie k cielovej fiducidlnej distribicii je potrebné zaviest nasledovny
zmiesavaci krok (mixing step): Pre dané z = (z1,...,2,), z € S(x), algoritmus v kazdom kroku
nahodne posunie z do Z = (Zq, ..., Z,),

\ /W*
i1z — 2)°
kde z = %2?21 zi. U~ N(0,1) a W* ~ %n—l) su nezavilé nahodné premenné, spolocné pre vsetky
i=1,...,n. Pri tomto postupe vzdy plati, ze Z € S(x).

1
21':—U*—|— (zi—Z),izl,...,n, (3)
n

Jednotlivé casti algoritmu

Uvodnym krokom je nacitanie vstupnych udajov, ako su ziskané (resp. vygenerované) merania a rozne
konstanty (rozlisovacia schopnost meracieho pristroja, rozsah ndhodného vyberu zo zdruzenej fiducilne;
distribiicie, hladinu vyznamnosti oy, a pod.). Dalsiu ¢ast tvorf ” Inicializdcia”, kde sa na zaklade merani
a rozlisenia meracieho pristroja urci dolna a hornd hranica a; = x;, —d6/2a =2, —6/2,i=1,2,....nz
(2) a vygeneruje sa vektor chyb z* € S(x) tak, aby existoval polygén @ (x, z*). Tento sa tvori nasledovne:

e vygeneruju sa ”'nové merania”’ Y* = (Y{*, ..., Y*) z rovnomerného rozdelenia na intervale («, 3)
e spocitasa o = Sys«y/(n —1)/W, kde W ~ X%n—l) ap* =Y*+(0*/\/n)Z, kde Z ~ N(0,1). Tu Y™,
resp. St je vyberova strednd hodnota, resp. vyberova disperzia, spocitand z hodnot (Y, ..., Y

e vygeneruje sa vektor chyb
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Prvy obréazok (naiavo, pre vhodne vygenerované chyby) znazornuje nerovnice a; < pu+ o0z < §; pre i = 1,2,3
s vektorom chyb vygenerovanym podla popisu v ¢asti ” Inicializdcia” ak (y1,y2,y3) = (—1,0,1). Vygenerované
hodnoty (z1, 29, 23) = (—0.49,0.73,2.52).

Druhy obrézok (napravo, pre nevhodne vygenerované chyby) zndzornuje nerovnice o < pu + ozf < [
pre i = 1,23 ak vektor chyb generujeme z N(0,1) pre (y1,v2,y3) = (—1,0,1). Vygenerované hodnoty
(Zl, 292, Zg) = (—160, 026, —050)

Potom nasleduje redukcia pocetu nerovnic, ktorych prienik tvori polygon @ (x, z*) na najmensi potrebny
pocet n* < n nerovnic. Tato cast je vhodna najmé v pripade, ak obdrzime opakované hodnoty merani.

Nésledne sa vyhladd spoloény prienik zreduko-

vanych nerovnic oy < p+ o028 < 3, 1 =
L,...,n* tzn. urci polygdn @ (x,z*) z ktorého
pomocou vyberového mechanizmu V'(+) vygeneru-
jeme jednen bodu z jeho vniutra, tzn. ziskame
jednu hodnotu (j14, 0,).Zaverecnym krokom je vy-
generovanie nového vektora chyb tak, aby z, €
S(x). Tu sa pri vstupnych hodnotach (p,,0,) z
predchadzajuceho kroku spocita hodnota @ dis-
tribucnej funkcie N(0,1) v bodoch (o — py) /04 a
(B — pg)/oy, tzn. hodnoty r = @ ((a — py)/0y)
ary = O((6—py)/o,). Pomocou nich po-
tom vygenerujeme nové chyby z, ako z, =
O~ t(ry + R(ry — 1)), kde R je vygenerované z
rovnomerného (0, 1) rozdelenia. 7 tychto na zaver

, pomocou zmiesavacieho kroku urc¢ime hodnotu z,,.
4 *
Zredukované nerovnice o; < o + oz < S

pre ¢+ = 1,2,3,4 s vektorom chyb vygen-
erovanym podla popisu v ¢asti Inicializdcia ak
(y1,92,93,9y4) = (—1,0,0,1). Bodkovanou ¢iarou je
znézornend zredukovand nerovnost.

Cely postup sa potom opakuje podla potreby,
vzhladom na to, kolko hodnot z fiducialnej dis-
tribtucie je pozadovanych.

Simulacna studia

Cielom simulacnej studie bolo porovnat zakladné statistické vlastnosti (pravdepodobnost pokrytia a
ocakavanu dIZku) pribliznych konfidencnych intervalov pre parameter p na zaklade malého vyberu z
digitalizovanych merani. V simulacnej studii boli zahrnuté priblizné konfidencné intervaly C'I /iw L OrI Et,
ClI Ef a Cl 5 D pre parameter polpohy g (t.j. intervaly uréené metédou maximalnej vierohodnosti, kla-
sicky Studentov konfidencny interval, interval navrhnuty Willinkom a interval uréeny z fiducialnej dis-
tribucnej funkcie). Uvazovali sme malé rozsahy vyberu n, n € {5, 10,30}, relativne malé rozptyly chyb
o? (vzhladom k rozliseniu pristroja 6 > 0),0 € {0.16,0.35,0.56, 1.06}, ako aj rozne hodnoty parametra
polohy p v rozsahu jednej jednotky danej skaly meracieho pristroja,u € {0.00,0.16,0.26, 0.30, 0.49, 0.5 }.
Bez jmy na vseobecnosti sme uvazovali len s rozlisSenim meracieho pristroja ¢ = 1. Pre kazdu zvolent
kombinaciu parametrov n, g a ¢ sme vygenerovali realizacie digitalizovanych merani (1, xa, ..., 2;,)
a na jej zaklade vypocitali hodnoty pribliznych 95% konfidenénych intervalov pre parameter polohy
p: teda CIY(1 — a), CIS(1 — @) a CI)(1 — ) pre @ = 0.05. Na urcenie konfidenéného inter-
valu C'1 5 D(1 — ) sme navyse generovali ndhodny vyber rozsahu N = 10000 z fiducidlnej distribiicie
(1). Kedze rozdelenie ndhodného vektora merani (Xi, Xo, ..., X,,) ma diskrétny charakter, realizdcie
merani (21, xs, ..., x,) viedli k relativne malému poctu roznych hodnot, hlavne pre malé hodnoty o.
To umoznilo vyznamne zredukovat vypoctové naroky na urcéenie konfidenéného intervalu z fiducidlneho
rozdelenia. Korektnost uvazovanych konfidenényceh intervalov sme posudzovali s ohladom na kritérium
Pr(p e CI1,(1 —a)) > 1 —«, kde p je skutocna hodnota parametra. Z vysledkov tejto simulacnej studie
vyplyva nasledovné:

e Priblizny konfidencny interval C'I ;‘4 L je pre uvazované situdcie neadekvatny, hoci je teoreticky zname,
ze je asymptoticky spravny. Ako sa ukazalo aj v inych situdciach pre malé hodnoty skutoéného

[M L
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parametra o, konfiden¢ny interval C nemusi dosiahnut stanovent pravdepodobnost pokrytia ani

pre velmi velké rozsahy nahodného vyberu z pozorovani n.

e Priblizny konfidenény interval C'I it je korektny (spravny) aj pre malé rozsahy vyberov n, pokial
hodnota skutocného parametra o je blizka danému rozliseniu pristroja ¢ (alebo vécsia).

e Priblizné konfidenc¢né intervaly C’]E/ aCl 5 D holi korektné takmer pre vietky uvazované situdcie.

e Interval C ]XV dosahoval mierne vacsie hodnoty priemernych dl70k intervalov ako konfidencny interval

zalozeny na fiducialnej distribucii C'I /‘j b
n=> n=10
oW Fiducial Willink Student ML Fiducial Willink Student ML
0.1 0.0 | 1.0000 (1.00) 1.0000 (1.60) 1.0000 (0.00) 1.0000 (0.00) | 1.0000 (1.00) 1.0000 (1.31) 1.0000 (0.00) 1.0000 (0.00
0.1 | 1.0000 (1.00) 1.0000 (1.60) 0.0001 (0.00) 0.0000 (0.00) | 1.0000 (1.00) 1.0000 (1.31) 0.0002 (0.00) 0.0000 (0.00
0.2 | 1.0000 (1.00) 1.0000 (1.60) 0.0064 (0.01) 0.0000 (0.00) | 1.0000 (0.99) 1.0000 (1.30) 0.0144 (0.01) 0.0000 (0.00
0.3 | 1.0000 (1.01) 1.0000 (1.55) 0.1103 (0.12) 0.0000 (0.00) | 1.0000 (0.93) 1.0000 (1.25) 0.2058 (0.10) 0.0000 (0.00
0.4 | 1.0000 (1.10) 1.0000 (1.36) 0.5834 (0.69) 0.5533 (0.10) | 0.9999 (0.70) 0.9999 (0.95) 0.4865 (0.31) 0.8099 (0.09
0.5 | 1.0000 (1.22) 1.0000 (1.30) 0.9384 (1.20) 0.6307 (0.15) | 1.0000 (0.65) 0.9920 (0.73) 0.9808 (0.71) 0.8937 (0.15
0.3 0.0 | 1.0000 (1.03) 1.0000 (1.62) 1.0000 (0.24) 0.8039 (0.01) | 1.0000 (0.87) 1.0000 (1.28) 1.0000 (0.19) 0.6564 (0.02
0.1 | 1.0000 (1.04) 1.0000 (1.51) 0.2777 (0.32) 0.0090 (0.01) | 0.9976 (0.83) 1.0000 (1.17) 0.4754 (0.24) 0.0304 (0.02
0.2 ] 0.9986 (1.07) 0.9986 (1.41) 0.4592 (0.54) 0.0050 (0.01) | 0.9907 (0.73) 0.9998 (1.03) 0.7069 (0.38) 0.0166 (0.01
0.3 ] 0.9997 (1.13) 1.0000 (1.33) 0.6910 (0.84) 0.0018 (0.00) | 0.9982 (0.67) 0.9989 (0.87) 0.9052 (0.55) 0.0062 (0.00
0.4 | 0.9955 (1.19) 1.0000 (1.30) 0.8750 (1.10) 0.6515 (0.13) | 0.9948 (0.65) 0.9949 (0.77) 0.9008 (0.63) 0.7496 (0.10
0.5 ]0.9999 (1.22) 1.0000 (1.30) 0.9332 (1.19) 0.6279 (0.15) | 1.0000 (0.65) 0.9897 (0.72) 0.9776 (0.70) 0.8880 (0.15
0.5 0.0]0.9954 (1.39) 0.9970 (1.85) 0.9954 (1.25) 0.4656 (0.38) | 0.9625 (0.80) 0.9817 (1.04) 0.9625 (0.76) 0.6902 (0.50
0.1 | 0.9857 (1.37) 0.9922 (1.69) 0.8446 (1.25) 0.2944 (0.36) | 0.9353 (0.78) 0.9800 (0.94) 0.9478 (0.76) 0.6275 (0.47
0.2 | 09773 (1.37) 0.9805 (1.57) 0.8688 (1.28) 0.2697 (0.34) | 0.9547 (0.78) 0.9816 (0.88) 0.9398 (0.77) 0.5543 (0.43
0.3 1 0.9880 (1.38) 0.9998 (1.52) 0.9088 (1.33) 0.2350 (0.30) | 0.9713 (0.77) 0.9798 (0.84) 0.9648 (0.79) 0.4464 (0.35
0.4 ] 09718 (1.36) 0.9982 (1.47) 0.9235 (1.34) 0.6424 (0.35) | 0.9670 (0.76) 0.9698 (0.82) 0.9472 (0.79) 0.6977 (0.35
0.5 0.9860 (1.37) 0.9919 (1.44) 0.9376 (1.35) 0.6871 (0.37) | 0.9786 (0.77) 0.9852 (0.82) 0.9787 (0.81) 0.9057 (0.38
1.0 0.0 | 0.9623 (2.37) 0.9697 (2.55) 0.9623 (2.37) 0.7475 (1.28) | 0.9497 (1.39) 0.9576 (1.41) 0.9524 (1.40) 0.8921 (1.09
0.1 09438 (2.34) 0.9628 (2.50) 0.9356 (2.34) 0.7239 (1.26) | 0.9461 (1.39) 0.9578 (1.41) 0.9529 (1.40) 0.8895 (1.09
0.2 | 0.9583 (2.36) 0.9771 (2.50) 0.9528 (2.37) 0.7419 (1.29) | 0.9454 (1.38) 0.9538 (1.40) 0.9497 (1.39) 0.8886 (1.08
0.3 ] 0.9561 (2.38) 0.9838 (2.50) 0.9509 (2.39) 0.7476 (1.30) | 0.9524 (1.39) 0.9536 (1.40) 0.9517 (1.40) 0.8913 (1.09
0.4 ] 0.9451 (2.34) 0.9823 (2.46) 0.9385 (2.35) 0.7965 (1.28) | 0.9539 (1.39) 0.9565 (1.40) 0.9549 (1.40) 0.9025 (1.10
0.5 0.9519 (2.37) 0.9764 (2.45) 0.9447 (2.38) 0.8130 (1.29) | 0.9527 (1.40) 0.9556 (1.41) 0.9447 (1.40) 0.9014 (1.09

Pravdepodobnost pokrytia a priemernd dlzka pribliznych 95% konfidenénych intervalov parametera p,
pre rozsah vyberu n =5 an = 10.
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