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Abstrakt

matematicko-fyzikalni takulta

V prispévku je diskutovan problém testovani periodicity v casovych radach. Stru¢né jsou pripomenuty dva klasické testy, Fishertv a Siegellv test. Hlavni pozornost je vénovana pristupu, ktery vyuziva informacni kritéria na odhad radu
regresniho modelu. Jsou prezentovany vysledky nekterych simulaci, které naznacuiji, ze testy pomoci kritérii dosahuiji lepSich vysledku nez klasicky Fishertv test. Rozdil je patrny predevsim u modell, ve kterych je periodicita prekryta
nahodnou slozkou. Tento pristup umoznuje nejen efektivné testovat pritomnost periodicity, ale také odhadnout, kolik periodickych tendenci rada ma, a tim ziskat uplnéjsi obraz o periodickém chovani rady.

Uvod do problému Informacni kritéria Dvé periodické slozky

Mame nahodné veliCiny Xj, ..., Xy a uvazujeme nasledujici regresni model:

p
Xi=p+ ) (aCosthg+ besinthe) +e, t=1,....N, (1)
k=1

kde 1, a;, b;, \j jsou nezname parametry, pricemz ); jsou navzajem ruzne
frekvence z intervalu (0, ) a ¢; je striktni bily Sum s normalnim rozdélenim
N(0, 02). Parametr o2 také nezname. Klicovy problém spociva v odhadu
poctu periodickych slozek p a odhadu frekvenci \;, j=1,..., p. Pokud
bychom totiz pocet slozek a vSechny frekvence znali, situace by se
redukovala pouze na odhad zbyvajicich parametru pomoci linearni regrese.
Uginnym néstrojem pfi odhadu frekvenci je periodogram.

Definice Meéjme konecnou posloupnost nahodnych velicin X, ..., X,.
Periodogramem této posloupnosti rozumime funkci
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Pokud fada X;, t =1,..., N, obsahuje vyraznou periodicitu o frekvenci A,

pak je hodnota /(\) velka v porovnani s ostatnimi. Pokud ma ale

periodogram velké mnozstvi mensich lokalnich maxim, v rade periodicita

zpravidla neni. Skutecnost, zda Ize spojovat vyrazné hodnoty periodogramu

s pritomnosti periodicity, je treba ovérit.

» Fisheruv test
Pomoci Fisherova testu mizeme ovérit statistickou vyznamnost maxima
periodogramu pocitaného pouze pres sit tzv. Fourierovych frekvenci
Ar=2L r=1,...,[N/2]. Symbolem | x| rozumime celou Cast Cisla x.
Fishertv test tedy pouziva jen nékteré hodnoty periodogramu. Fourierovy
frekvence jsou ekvidistantni a hustota jejich rozmisteni zavisi na délce rady.
Za platnosti nulové hypotézy Fisherova testu predpokladame, ze fada délky
N =2m + 1 je tvofena posloupnosti nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veliCin s normalnim rozdélenim. Hodnoty periodogramu ve
Fourierovych frekvencich usporadame sestupné podle velikosti a oznacime
Vi nejvétsi atd. az V,,, nejmensi z nich. Testova statistika Fisherova testu je
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Pokud maximalni hodnota pres sit Fourierovych frekvenci bude v porovnani
s ostatnimi v ramci této sité vyrazné veétsi, testova statistika bude blizko
jedné. Nulovou hypotézu tedy zamitneme, pokud W prekrocCi kritickou
hodnotu gr. Test je podrobné popsan v (Andél, 1976).

» Siegellv test
Pokud je v radé vice periodickych slozek, tj. p > 1, mize se mezi hodnotami
periodogramu ve Fourierovych frekvencich vyskytnout vice velkych hodnot.
Tyto hodnoty prispivaji do jmenovatele Fisherovy testové statistiky a snizuji
tak jeji velikost. Tim je snizena také celkova silu testu. Siegel navrhl test,
ktery mel tento nedostatek odstranit. Testova statistika je rovna

W =

m
V.
T, = ;(Yj— AgF)-, kde Y = - .
gr je kriticka hodnota Fisherova testu a symbolem (x), rozumime kladnou
cast Cisla x. Zde opét V4 > ... > V,,, znaci hodnoty periodogramu ve
Fourierovych frekvencich. Parametr )\ je volen predem. Doporucuje se volit
A = 0.6, viz (Siegel, 1980).
» Dalsi modifikace
Fisher(iv test nam neumoznuje testovat periodicitu pro obecnéjsi nulovou
hypotézu, pro zavisla pozorovani. Pokud za platnosti nulové hypotézy
predpokladame, Ze rada je tvorena linearnim procesem generovanym
striktnim bilym Sumem s normalnim rozdélenim, Ize pouZzit test, ktery navrhl
Hannan, viz (Hannan, 1978) .

Periodogram spojite promenné

Odhady frekvenci A1, ..., \p Ize ziskat jako ty Fourierovy frekvence, které
odpovidaji p lokalnim maximdam periodogramu pres sit Fourierovych
frekvenci. Pokud je rada kratka, Fourierovy frekvence jsou daleko od sebe a
mezi dvéma sousednimi hodnotami se muze vyskytnout lokalni maximum,
viz obrazek 1. Na obrazku 1 vlevo je Cervené vykreslen periodogram spojité
promenné a modre jsou spojeny hodnoty periodogramu ve Fourierovych
frekvencich. Rada je délky 25 a zahrnuje dvé periodické slozky o
frekvencich 22, DX Bily Sum mé rozdéleni N(0, 1). Pfi odhadech frekvenci
je proto vyhodné prihlédnout k periodogramu jako k funkci spojité
promenné. Za odhady frekvenci pak muzeme vzit argumenty p lokalnich
maxim periodogramu pres cely interval (0, 7).
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Periodogram rady délky 25 obsahujici periodické slozky o frekvencich 197 /25 a
117/25, vlevo Cervené vykresleny jako spojita funkce a modre jsou spojeny hodnoty ve
Fourierovych frekvencich, vpravo hodnoty periodogramu pro sit frekvenci ktera je desetkrat
hustsi nez Fourierovy frekvence

Informacni kriteria

Pomoci informacnich kritérii mizeme odhadnout pocet regresnich
parametrd modelu (1). Temito parametry jsou koeficienty a;, b; a frekvence
A;. Neprimo tak dokazeme odhadnout i pocet slozek p. Kazdé periodicke
slozce a,costh, + besinth,, t=1,.... N, totiz odpovidaji pravé tfi regresni
parametry. Odhad poc¢tu parametri pomoci informacnich kritérii ziskame
jako takové k < K, které dané kritérium minimalizuje. Cislo K je pfitom
maximalni pocet parametru, ktery jsme ochotni pripustit.

K nejuzivanéjsim patri nasledujici informacni kritéria:

Uvazujme model se dvéma periodickymi slozkami

Xt =3cos(197/75t) +3cos(11x/75t) + ¢4, t=1,...,75.

RSS Kk . o
AIC(k) = In Nk ZN (Akaikovo kritérium),
BIC(k) = In I\I? fSk + klj\llN (Bayesovske kritérium),
HQ(k) = lnl\lfﬁsk + ZCkln(Il\;1 N), ¢ > 1, (Hannan-Quinnovo kritérium).

V simulacich byla pouzita tato klasicka informacni kritéria,
Hannanovo-Quinnovo pro ¢ = 2, a jedno nove navrzené kritérium

Obdobné jako u modelu s jednou periodickou slozkou se rozdil mezi
Fisherovym testem a testy pomoci kritérii se prohluboval s rostoucim
rozptylem nahodné slozky. U modelu s nejvyssi uvazovanou smeérodatnou
odchylkou 5 byla u Fisherova testu uspésnost v odhaleni periodicity 20%,
zatimco u kritéria A témeér 100%. V tabulkach 3 a 4 jsou vysledky shrnuty.

Model se dvéma periodickymi slozkami, pocet spravné a

chybné odhadnutého poctu periodickych slozek z moznych 50

opakovani
RSS kvk -
A(K) =1In + : o Spravné Nad Pod
N—-k N
2/46] 9 [46[49(4[41 ] 4 1 ]0] 0] 0]O
3/44| 8 |43 [41|6[42]| 5 | 20| 0| 2|7
Test periodicity pomoci informacnich kritérii 4135[ 102711140 1 | 0 [14] 0 |22 | 39
5/17] 4 | 9 | 2 /3[44 ] 2 | 0 (30| 2 |39 48

Pokud nam kritérium oznaci za odhad poctu parametri modelu (1) Cislo
jedna, znamena to, ze model vyjadiime pouze pomoci parametru p. Jinymi
slovy v rade neni prokazana periodicita. Pokud ale ziskame odhad poctu
parametru roven napriklad Cislu 4 (resp. 7), model muzeme popsat pomoci
jedné (resp. dvou) periodickych slozek, a Ize tedy zamitnout nulovou
hypotézu. Jeden parametr je vzdy stfedni hodnota ;. a kazdé periodické
slozce prislusi prave tri parametry, koeficienty ax, by a frekvence \. Pro
implementaci této metody pouzijeme algoritmus nelinearni regrese. Pro

Model se dvéma periodickymi slozkami, pocet zamitnuti

opakovani
o | Test kritériem | Fisher
2150 50 | 50 | 50 46
3/50 50 | 50 | 48 26
4150 50 | 40 | 25 15
51491 50 | 31 | 14 10

hypotézy testem pomoci kritérii a Fisherovym testem z moznych 50

vypocet je treba zadat pocatecni odhady frekvenci. Odhady nebudeme
hledat v ramci Fourierovych frekvenci, protoze takové odhady mohou byt
nepresneé, viz obrazek 1.

Pocatecni odhady frekvenci

Nejprve odhadneme frekvenci periodické slozky, ktera je v rade zastoupena

nejvyraznéji.

» Za odhad frekvence vezmeme argument maxima periodogramu pres sit
frekvenci, ktera je desetkrat hustsi nez Fourierovy frekvence. (Dldvodem je
pomerné snadna implementace. Stanovit globalni maximum spojitého
periodogramu totiz znamenalo upresnit interval, ve kterém se toto
maximum nachazi. Navic je argument maxima pres nasi hustsi sit zpravidla
velmi blizko argumentu globalniho maxima periodogramu pres cely interval
(0, ), viz obrazek 1 vpravo. )

» V dalsim kroku odhadneme zbyvajici regresni parametry periodické slozky
o této frekvenci.

» Tuto slozku z fady odecCteme.

Opakujeme cely postup s takto upravenou radou. Tak ziskame odhad
frekvence druhé nejvyraznéjsi periodické slozky atd.

Fisheruv test versus informacni kritéria

Chovani testu zaloZzenych na informacnich kritériich bylo zkoumano na
modelech, u kterych se mély projevit slabiny Fisherova testu. Vime, ze
takova situace nastane, pokud

» vSechny frekvence jsou voleny mezi dvéma sousednimi Fourierovymi
frekvencemi,

» rozptyl ndhodné slozky je relativné velky v porovnani s amplitudami
periodickych slozek,

» v modelech se uplatnuje periodicita slozena z vice periodickych slozek o
ruznych frekvencich,

» V. modelech se slozenou periodicitou jsou ampliduty vSech slozek stejné
velke.

V simulacich byly uvazovany rady konstantni délky 75 s jednou, dvéma a
tremi periodickymi slozkami. Velikost vsech amplitud byla rovna 3. Hodnoty
smérodatné odchylky bilého Sumu ¢ byly uvazovany v rozmezi od 1 do 5.
Pro kazdy model bylo provedeno 50 opakovani. Maximalni pocet parametrd,
ktery pripoustime, je 13. Tomu odpovidaji 4 periodické slozky. Uvedeme
vysledky jen pro fady s jednou a dvéma periodickymi slozkami. Detailnéjsi
rozpis vysledkl simulaci I1ze nalézt v (Rockova, 2007).

Jedna periodicka slozka

Uvazujme model s jednou periodickou slozkou ve tvaru
Xt =3cos(197/75¢t) +¢¢, t=1,...,75.

V tabulce 1 je uveden pocet, kolikrat z celkovych padesati opakovani kritéria
odhadla spravné pocet periodickych slozek, kolikrat rad modelu
nadhodnotila a podhodnotila. V tabulce 1 je uveden pocet zamitnuti
hypotézy, ze rada neobsahuje periodicitu, Fisherovym testem a testem
pomoci kritérii. Z hlediska zamitani hypotézy si nejlépe vedlo kritérium AlC.
Na druhé strané mélo tendenci rad modelu nadhodnocovat. Kritérium A
napriklad u modelu s velikosti smérodatné odchylky 5 odhadlo spravné rad
modelu v 39 pripadech a zamitlo nulovou hypotézu ve 42 pripadech.
Fisherav test u samého modelu zamitl jen v 6 pripadech.

Model s jednou periodickou sloZzkou, pocet spravné a
chybné odhadnutého poctu periodickych slozek z moznych 50

opakovani
o Spravné Nad Pod
2/44/ 12 /50 |49/ 6|38 0 1|0, 0| O O
314612 |43 |49 /4 37, 0 | 1 0] 1 7 |0
4/38| 7 |33 20(11|43 | 3 | 2 |1 0 | 14 | 28
5/39/ 12 |16 | 5 | 3|34 | 1 | O (8| 4 | 33 |45

Model s jednou periodickou slozkou, pocet zamitnuti
hypotézy testem pomoci kritérii a Fisherovym testem z moznych 50

opakovani
o| Test kritériem | Fisher
2/50| 50 | 50 | 50 50
350 49 | 43 | 50 34
4149| 50 | 36 | 22 11
5142 46 | 17 | 5 6

Vysledky simulacnich studii ukazaly, Ze pristup k testovani periodicity
pomoci informacnich kritérii dava lepsi vysledky nez klasicky Fisheruv test.
Rozdily se projevily predevsim u modeld, ve kterych byly amplitudy
periodickych slozek relativné malé oproti velikosti rozptylu bilého Sumu.
Testy pomoci kritérii jsou tedy mnohem citlivejsi a dokazi odhalit i
periodicitu, ktera je zastoupena méné vyrazné. Hlavni prinos tohoto
pristupu spociva v tom, Ze dokazeme efektivné testovat pritomnost
periodicity a také odhadnout celkovy pocet periodickych slozek.

Obrazkova priloha

Na nasledujicich obrazcich jsou znazornéna kritéria v zavislosti na poctu
regresnich parametri modelu (1) pro ruzny pocet periodickych slozek. Z
obrazku je vidét, ze kritérium AIC ma tendenci nadhodnocovat rad modelu a
nehodi se na testovani pritomnosti periodicity.
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Kritéria v zavislosti na poCtu parametru k vlevo pro model tvoreny pouze
striktnim bilym Sumem s normalnim rozdélenim, vpravo je model s jednou periodickou
slozkou, v obou pripadech plati o = 2
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periodickymi slozkami, vpravo se tremi periodickymi slozkami, v obou pfipadech ¢ = 2
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