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Abstrakt

V přı́spěvku je diskutován problém testovánı́ periodicity v časových řadách. Stručně jsou připomenuty dva klasické testy, Fisherův a Siegelův test. Hlavnı́ pozornost je věnována přı́stupu, který využı́vá informačnı́ kritéria na odhad řádu
regresnı́ho modelu. Jsou prezentovány výsledky některých simulacı́, které naznačujı́, že testy pomocı́ kritériı́ dosahujı́ lepšı́ch výsledků než klasický Fisherův test. Rozdı́l je patrný předevšı́m u modelů, ve kterých je periodicita překryta
náhodnou složkou. Tento přı́stup umožňuje nejen efektivně testovat přı́tomnost periodicity, ale také odhadnout, kolik periodických tendencı́ řada má, a tı́m zı́skat úplnějšı́ obraz o periodickém chovánı́ řady.

Úvod do problému

Máme náhodné veličiny X1, . . . ,XN a uvažujeme následujı́cı́ regresnı́ model:

Xt = µ +

p∑
k=1

(ak cos tλk + bk sin tλk) + εt , t = 1, . . . ,N, (1)

kde µ, aj ,bj , λj jsou neznámé parametry, přičemž λj jsou navzájem různé
frekvence z intervalu (0, π) a εt je striktnı́ bı́lý šum s normálnı́m rozdělenı́m
N(0, σ2). Parametr σ2 také neznáme. Klı́čový problém spočı́vá v odhadu
počtu periodických složek p a odhadu frekvencı́ λj , j = 1, . . . ,p. Pokud
bychom totiž počet složek a všechny frekvence znali, situace by se
redukovala pouze na odhad zbývajı́cı́ch parametrů pomocı́ lineárnı́ regrese.
Účinným nástrojem při odhadu frekvencı́ je periodogram.
Definice Mějme konečnou posloupnost náhodných veličin X1, . . . ,Xn.
Periodogramem této posloupnosti rozumı́me funkci

I(λ) =
1

2πN

∣∣∣∣∣∣
N∑

t=1

Xte−itλ

∣∣∣∣∣∣
2

, −π ≤ λ ≤ π.

Pokud řada Xt , t = 1, . . . ,N, obsahuje výraznou periodicitu o frekvenci λ0,
pak je hodnota I(λ0) velká v porovnánı́ s ostatnı́mi. Pokud má ale
periodogram velké množstvı́ menšı́ch lokálnı́ch maxim, v řadě periodicita
zpravidla nenı́. Skutečnost, zda lze spojovat výrazné hodnoty periodogramu
s přı́tomnostı́ periodicity, je třeba ověřit.
I Fisherův test

Pomocı́ Fisherova testu můžeme ověřit statistickou významnost maxima
periodogramu počı́taného pouze přes sı́t’ tzv. Fourierových frekvencı́
λr = 2πr

N , r = 1, . . . , bN/2c. Symbolem bxc rozumı́me celou část čı́sla x .
Fisherův test tedy použı́vá jen některé hodnoty periodogramu. Fourierovy
frekvence jsou ekvidistantnı́ a hustota jejich rozmı́stěnı́ závisı́ na délce řady.
Za platnosti nulové hypotézy Fisherova testu předpokládáme, že řada délky
N = 2m + 1 je tvořena posloupnostı́ nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin s normálnı́m rozdělenı́m. Hodnoty periodogramu ve
Fourierových frekvencı́ch uspořádáme sestupně podle velikosti a označı́me
V1 největšı́ atd. až Vm nejmenšı́ z nich. Testová statistika Fisherova testu je

W =
V1

V1 + · · · + Vm
.

Pokud maximálnı́ hodnota přes sı́t’ Fourierových frekvencı́ bude v porovnánı́
s ostatnı́mi v rámci této sı́tě výrazně většı́, testová statistika bude blı́zko
jedné. Nulovou hypotézu tedy zamı́tneme, pokud W překročı́ kritickou
hodnotu gF . Test je podrobně popsán v (Anděl, 1976).

I Siegelův test
Pokud je v řadě vı́ce periodických složek, tj. p > 1, může se mezi hodnotami
periodogramu ve Fourierových frekvencı́ch vyskytnout vı́ce velkých hodnot.
Tyto hodnoty přispı́vajı́ do jmenovatele Fisherovy testové statistiky a snižujı́
tak jejı́ velikost. Tı́m je snı́žena také celková sı́lu testu. Siegel navrhl test,
který měl tento nedostatek odstranit. Testová statistika je rovna

Tλ =
m∑

j=1

(Yj − λgF )+, kde Yj =
Vj

V1 + · · · + Vm
,

gF je kritická hodnota Fisherova testu a symbolem (x)+ rozumı́me kladnou
část čı́sla x . Zde opět V1 ≥ · · · ≥ Vm značı́ hodnoty periodogramu ve
Fourierových frekvencı́ch. Parametr λ je volen předem. Doporučuje se volit
λ = 0.6, viz (Siegel, 1980).

I Dalšı́ modifikace
Fisherův test nám neumožňuje testovat periodicitu pro obecnějšı́ nulovou
hypotézu, pro závislá pozorovánı́. Pokud za platnosti nulové hypotézy
předpokládáme, že řada je tvořena lineárnı́m procesem generovaným
striktnı́m bı́lým šumem s normálnı́m rozdělenı́m, lze použı́t test, který navrhl
Hannan, viz (Hannan, 1978) .

Periodogram spojité proměnné

Odhady frekvencı́ λ1, . . . , λp lze zı́skat jako ty Fourierovy frekvence, které
odpovı́dajı́ p lokálnı́m maximům periodogramu přes sı́t’ Fourierových
frekvencı́. Pokud je řada krátká, Fourierovy frekvence jsou daleko od sebe a
mezi dvěma sousednı́mi hodnotami se může vyskytnout lokálnı́ maximum,
viz obrázek 1. Na obrázku 1 vlevo je červeně vykreslen periodogram spojité
proměnné a modře jsou spojeny hodnoty periodogramu ve Fourierových
frekvencı́ch. Řada je délky 25 a zahrnuje dvě periodické složky o
frekvencı́ch 19π

25 ,
11π
25 . Bı́lý šum má rozdělenı́ N(0,1). Při odhadech frekvencı́

je proto výhodné přihlédnout k periodogramu jako k funkci spojité
proměnné. Za odhady frekvencı́ pak můžeme vzı́t argumenty p lokálnı́ch
maxim periodogramu přes celý interval (0, π).
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Obrázek 1: Periodogram řady délky 25 obsahujı́cı́ periodické složky o frekvencı́ch 19π/25 a
11π/25, vlevo červeně vykreslený jako spojitá funkce a modře jsou spojeny hodnoty ve
Fourierových frekvencı́ch, vpravo hodnoty periodogramu pro sı́t’ frekvencı́ která je desetkrát
hustšı́ než Fourierovy frekvence

Informačnı́ kritéria

Pomocı́ informačnı́ch kritériı́ můžeme odhadnout počet regresnı́ch
parametrů modelu (1). Těmito parametry jsou koeficienty aj , bj a frekvence
λj. Nepřı́mo tak dokážeme odhadnout i počet složek p. Každé periodické
složce ak cos tλk + bk sin tλk , t = 1, . . . ,N, totiž odpovı́dajı́ právě tři regresnı́
parametry. Odhad počtu parametrů pomocı́ informačnı́ch kritériı́ zı́skáme
jako takové k ≤ K , které dané kritérium minimalizuje. Čı́slo K je přitom
maximálnı́ počet parametrů, který jsme ochotni připustit.

Informačnı́ kritéria

K nejužı́vanějšı́m patřı́ následujı́cı́ informačnı́ kritéria:

AIC(k) = ln
RSS
N − k

+ 2
k
N

(Akaikovo kritérium),

BIC(k) = ln
RSS
N − k

+
k ln N

N
(Bayesovské kritérium),

HQ(k) = ln
RSS
N − k

+ 2c
k ln(ln N)

N
, c > 1, (Hannan-Quinnovo kritérium).

V simulacı́ch byla použita tato klasická informačnı́ kritéria,
Hannanovo-Quinnovo pro c = 2, a jedno nově navržené kritérium

A(k) = ln
RSS
N − k

+
k
√

k
N

.

Test periodicity pomocı́ informačnı́ch kritériı́

Pokud nám kritérium označı́ za odhad počtu parametrů modelu (1) čı́slo
jedna, znamená to, že model vyjádřı́me pouze pomocı́ parametru µ. Jinými
slovy v řadě nenı́ prokázána periodicita. Pokud ale zı́skáme odhad počtu
parametrů roven napřı́klad čı́slu 4 (resp. 7), model můžeme popsat pomocı́
jedné (resp. dvou) periodických složek, a lze tedy zamı́tnout nulovou
hypotézu. Jeden parametr je vždy střednı́ hodnota µ a každé periodické
složce přı́slušı́ právě tři parametry, koeficienty ak , bk a frekvence λk . Pro
implementaci této metody použijeme algoritmus nelineárnı́ regrese. Pro
výpočet je třeba zadat počátečnı́ odhady frekvencı́. Odhady nebudeme
hledat v rámci Fourierových frekvencı́, protože takové odhady mohou být
nepřesné, viz obrázek 1.

Počátečnı́ odhady frekvencı́

Nejprve odhadneme frekvenci periodické složky, která je v řadě zastoupena
nejvýrazněji.
I Za odhad frekvence vezmeme argument maxima periodogramu přes sı́t’

frekvencı́, která je desetkrát hustšı́ než Fourierovy frekvence. (Důvodem je
poměrně snadná implementace. Stanovit globálnı́ maximum spojitého
periodogramu totiž znamenalo upřesnit interval, ve kterém se toto
maximum nacházı́. Navı́c je argument maxima přes našı́ hustšı́ sı́t’ zpravidla
velmi blı́zko argumentu globálnı́ho maxima periodogramu přes celý interval
(0, π), viz obrázek 1 vpravo. )

I V dalšı́m kroku odhadneme zbývajı́cı́ regresnı́ parametry periodické složky
o této frekvenci.

I Tuto složku z řady odečteme.
Opakujeme celý postup s takto upravenou řadou. Tak zı́skáme odhad
frekvence druhé nejvýraznějšı́ periodické složky atd.

Fisherův test versus informačnı́ kritéria

Chovánı́ testů založených na informačnı́ch kritériı́ch bylo zkoumáno na
modelech, u kterých se měly projevit slabiny Fisherova testu. Vı́me, že
taková situace nastane, pokud
I všechny frekvence jsou voleny mezi dvěma sousednı́mi Fourierovými

frekvencemi,
I rozptyl náhodné složky je relativně velký v porovnánı́ s amplitudami

periodických složek,
I v modelech se uplatňuje periodicita složená z vı́ce periodických složek o

různých frekvencı́ch,
I v modelech se složenou periodicitou jsou ampliduty všech složek stejně

velké.
V simulacı́ch byly uvažovány řady konstantnı́ délky 75 s jednou, dvěma a
třemi periodickými složkami. Velikost všech amplitud byla rovna 3. Hodnoty
směrodatné odchylky bı́lého šumu εt byly uvažovány v rozmezı́ od 1 do 5.
Pro každý model bylo provedeno 50 opakovánı́. Maximálnı́ počet parametrů,
který připouštı́me, je 13. Tomu odpovı́dajı́ 4 periodické složky. Uvedeme
výsledky jen pro řady s jednou a dvěma periodickými složkami. Detailnějšı́
rozpis výsledků simulacı́ lze nalézt v (Ročková, 2007).

Jedna periodická složka

Uvažujme model s jednou periodickou složkou ve tvaru

Xt = 3 cos(19π/75 t) + εt , t = 1, . . . ,75.

V tabulce 1 je uveden počet, kolikrát z celkových padesáti opakovánı́ kritéria
odhadla správně počet periodických složek, kolikrát řád modelu
nadhodnotila a podhodnotila. V tabulce 1 je uveden počet zamı́tnutı́
hypotézy, že řada neobsahuje periodicitu, Fisherovým testem a testem
pomocı́ kritériı́. Z hlediska zamı́tánı́ hypotézy si nejlépe vedlo kritérium AIC.
Na druhé straně mělo tendenci řád modelu nadhodnocovat. Kritérium A
napřı́klad u modelu s velikostı́ směrodatné odchylky 5 odhadlo správně řád
modelu v 39 přı́padech a zamı́tlo nulovou hypotézu ve 42 přı́padech.
Fisherův test u samého modelu zamı́tl jen v 6 přı́padech.

Tabulka 1: Model s jednou periodickou složkou, počet správně a
chybně odhadnutého počtu periodických složek z možných 50

opakovánı́

σ Správně Nad Pod
A AIC BIC HQ A AIC BIC HQ A AIC BIC HQ

2 44 12 50 49 6 38 0 1 0 0 0 0
3 46 12 43 49 4 37 0 1 0 1 7 0
4 38 7 33 20 11 43 3 2 1 0 14 28
5 39 12 16 5 3 34 1 0 8 4 33 45

Tabulka 2: Model s jednou periodickou složkou, počet zamı́tnutı́
hypotézy testem pomocı́ kritériı́ a Fisherovým testem z možných 50

opakovánı́

σ Test kritériem Fisher
A AIC BIC HQ

2 50 50 50 50 50
3 50 49 43 50 34
4 49 50 36 22 11
5 42 46 17 5 6

Dvě periodické složky

Uvažujme model se dvěma periodickými složkami

Xt = 3 cos(19π/75 t) + 3 cos(11π/75 t) + εt , t = 1, . . . ,75.

Obdobně jako u modelu s jednou periodickou složkou se rozdı́l mezi
Fisherovým testem a testy pomocı́ kritériı́ se prohluboval s rostoucı́m
rozptylem náhodné složky. U modelu s nejvyššı́ uvažovanou směrodatnou
odchylkou 5 byla u Fisherova testu úspěšnost v odhalenı́ periodicity 20%,
zatı́mco u kritéria A téměř 100%. V tabulkách 3 a 4 jsou výsledky shrnuty.

Tabulka 3: Model se dvěma periodickými složkami, počet správně a
chybně odhadnutého počtu periodických složek z možných 50

opakovánı́

σ Správně Nad Pod
A AIC BIC HQ A AIC BIC HQ A AIC BIC HQ

2 46 9 46 49 4 41 4 1 0 0 0 0
3 44 8 43 41 6 42 5 2 0 0 2 7
4 35 10 27 11 1 40 1 0 14 0 22 39
5 17 4 9 2 3 44 2 0 30 2 39 48

Tabulka 4: Model se dvěma periodickými složkami, počet zamı́tnutı́
hypotézy testem pomocı́ kritériı́ a Fisherovým testem z možných 50

opakovánı́

σ Test kritériem Fisher
A AIC BIC HQ

2 50 50 50 50 46
3 50 50 50 48 26
4 50 50 40 25 15
5 49 50 31 14 10

Závěr

Výsledky simulačnı́ch studiı́ ukázaly, že přı́stup k testovánı́ periodicity
pomocı́ informačnı́ch kritériı́ dává lepšı́ výsledky než klasický Fisherův test.
Rozdı́ly se projevily předevšı́m u modelů, ve kterých byly amplitudy
periodických složek relativně malé oproti velikosti rozptylu bı́lého šumu.
Testy pomocı́ kritériı́ jsou tedy mnohem citlivějšı́ a dokážı́ odhalit i
periodicitu, která je zastoupena méně výrazně. Hlavnı́ přı́nos tohoto
přı́stupu spočı́vá v tom, že dokážeme efektivně testovat přı́tomnost
periodicity a také odhadnout celkový počet periodických složek.

Obrázková přı́loha

Na následujı́cı́ch obrázcı́ch jsou znázorněna kritéria v závislosti na počtu
regresnı́ch parametrů modelu (1) pro různý počet periodických složek. Z
obrázků je vidět, že kritérium AIC má tendenci nadhodnocovat řád modelu a
nehodı́ se na testovánı́ přı́tomnosti periodicity.
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Obrázek 2: Kritéria v závislosti na počtu parametrů k vlevo pro model tvořený pouze
striktnı́m bı́lým šumem s normálnı́m rozdělenı́m, vpravo je model s jednou periodickou
složkou, v obou přı́padech platı́ σ = 2
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Obrázek 3: Kritéria v závislosti na počtu parametrů k vlevo pro model se dvěma
periodickými složkami, vpravo se třemi periodickými složkami, v obou přı́padech σ = 2
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