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Robustifikace hfebenové regrese - prvni pokusy
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A ADRSUakK

Jeden z problémti, se kterymi se mtuzeme pfi datové analyze setkat, je multikolinearita (téméf linearni z4vislost
mezi regresory). Multikolinearita vede k nestabilité feSeni normélni rovnice a mtiZze zpuisobit velky rozptyl odhadu
regresnich koeficientti. Jednou z metod, kterd se snazi tento problém feSit je hfebenova regrese. Tato metoda ale
neni imunni vuci pritomnosti kontaminace, kterd mtze multikolinearitu skryt nebo ji naopak umeéle vytvorit.
Tento ptispévek se vénuje prvnim jednoduchym pokustim o robustifikaci metody hfebenové regrese. V préci jsou
pfedstaveny dva ndvrhy zalozené na robustni metodé nejmensich vazenych ¢tvercti (LWS).

ViUITIKOlINee
Znaceni

Pfedpokladejme linearni regresni model y = X 3+ e, kde regresni matice
m4 plnou hodnost h(X) =k, e ~ (0,0°1).

b je klasicky odhad 3 metodou nejmensich ¢tvercu.

Co je to multikolinearita
Termin multikolinearita nebo také kolinerita oznacuje situaci, kdy jsou
regresory ,,témeéf” linedrné zavisleé.

Jak fesSit problém s multikolinearitou?
Misto klasického odhadu se v pfipadé podezieni na multikolinearitu radéji pouzije
vychyleny odhad:

Dusledky
Necht X = PT'Q' je rozklad matice X podle singuldrnich hodnot.

« PP=QQ=QQ =1I
e T diagonalnist; >ty > ... >t >0 »
e Za multikolinearity je hodnota 7,
pripadné i dalSich ¢, velmi mala.
Multikolinearita zpusobuje velkou ocekavanou
hodnotu délky vektoru b a muze zptsobit velky
rozptyl statistiky b,.

Detekce

Jednou z moZnosti zjistovani multikolinea-
rity je vyuziti indexti podminénosti:

nj:tl/tj,j:L...,k.

Tyto je vyhodné takto definovat pfedevSim
pro X s normovanymi sloupci.

Vysledky prevzaty z knihy [Zvdra (1989)].

Da se ukazat, Ze:

k
2 2 2 —9
E[b)? = 87 + 0>,
2 =
_ 2 —2
varb = o th’ q,9;
=
q; sloupce matice Q.

Definice hfebenové regrese

Pro ¢ > 0 definujeme hiebenovy odhad vektoru 3 jako
bs = (X'X + 1) ' X'y.

» Tento odhad méa pii malych hodnotach § (pfesnéji 0 < § < 207 || 8|7?)
mensi ctvercovou chybu nez klasicky odhad b.

-

Volba ¢

Moznosti, jak volit o:
a) Odhadne se horni mez (viz predesla vlastnost): § = 2s2 ||b|| %, kde s* je odhad 2.
Ne&kdy se také doporucuje § = ks?||b]| ™.

b) Grafickou metodu zvanou ridge trace, kde se vynaseji do gratu hfebenové od-
hady koeficientt proti proménné 4. Za vhodnou volbu ¢ se pak povazuje podle
autortt metody takova hodnota, pfi niZ jsou jiZ znaménka a hodnoty sloZzek by
stabilizovany.

Pouziti — v literature se uvadi toto:
n; < 10(30) - vSe v poradku
n; € (10(30),100) — podezteni na multikolinearitu,
je nutna opatrnost

— jedna se o silny vztah mezi re-
gresory

n; = 100

Problémy

Hiebenova regrese neni diky své konstrukci
uzpusobena pro préci s odlehlymi pozorovanimi.
Navic odlehld pozorovani mohou multikolinea-
ritu skryt nebo ji naopak uméle vytvofit — uz i
jedno pfidané odlehlé pozorovani muze vyrazné
zmeénit, jak vybérovy korelatni koeficient, tak

A Neimen sivazene ctverce

Nejprve definuyme metodu vazenych nejmensich

Cctvercu:
Definice WLS

Nyni definujme metodu, ktera byla predstavena v ¢lanku [Visek (2001)].
Jedna se o robustni metodu, kterou bychom radi vyuzili pfi robustifikaci
hfebenové regrese.

napftiklad i vySe zminéné indexy podminénosti. Definice IWS
o . . ) Necht w; > 0,4 = 1...,n jsou vihy. Potom odhad
Detekce multikolinearity v kontaminovanych da- n Necht 1 = wy > wo > .... > wy, > 0 jsou vihy. Potom
tech je velmi dulezita, protoze odhaluje pravé W WES ) _ meniin 2 n
zavislosti v datech. ﬁgeRp . wiri (B) p(LWSw) _ argmin Wi, (8)
\ =1 gerr = v 0)
1=

nazveme odhadem metodou viZenych nejmensich Ctvercu
(WLS - the weighted least squares).

Ekvivalentné
b(WLS,’UJ) _ (X/WX)_lX/W%

se nazyod odhad metodou nejmensich vizZenych ctvercii (LWS- the least weighted squa-
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/V této casti budou predstaveny dva prvni jednoduché navrhy na robustifikaci metody hiebenové regrese za
pouziti nejmensich vazenych ctvercu. Také bude shrnuto, jak si tyto metody vedly v ptipadech, kdy byla
multikolinearita kontaminaci zakryta.

Hfebenova regrese a WLS
Nejdfive je potfeba si uvédomit, ze volba vah u WLS nefesi problém se zavislosti mezi regresory. Jednotliva
pozorovani jsou pfevazZena, to ale nepotlaci zavislosti mezi jednotlivymi slozkami pozorovéni. Proto pokud

» Viimnéme si, Ze jednotlivé vahy nejsou pfimo pfifazeny konkrétnimu po-
zorovani, metoda sama pfifadi vahy implicitné k pozorovanim.

» Vysledny odhad LWS je vlastné odhad WLS s vahovou matici W (), ktera
vznikne jistou permutaci prvkti na diagonale matice W, tedy

pULWSw) — (X'W () X)L X W (n)y,
kde 7 je permutace zaji$tujici minimalizaci kriteridlni funkce LWS.

Algoritmus vypoctu LWS!

Dva cykly — vnitini cyklus vybird metodou iterativné vazenych nejmensich
¢tvercti kandidata na dosazeni minima (je potfeba iteracni metoda, protoze
pfifazeni vah zavisi na reziduich a rezidua z&avisi na odhadu koeficientu).
Vnégjsi cyklus zaznamenavd do té doby nejlepsi model a také kolikrat byl
dosazen. Pokud je do té doby nejlepsiho modelu dosazeno opakované
(feknéme 20 krat) algoritmus konci a tento model je prohlaSen za odhad LWS.

YPodrobéjsi informace o algoritmu naptiklad v ¢lanku [Visek (2008)].

kde n je pocet pozorovini, r; je reziduum pro i-té pozorovini
aW =diag(wi,..., wy).

» Takto definované vaZené nejmensi ctverce jsou

. , l l N/ s/
vlastné klasickou regresi na data W2y, W2X. Kazdé
pozorovani je prevazeno.

V4
[

Popis metody
Pro pevné ¢ se do vnitiniho cyklu LWS implementuje iteracné

je problém s multikolinearitou u regresni matice X, bude tento problém i u W32X. Hiebenovou regresi pro
b(k+1) = (X/W(W<k>)X S 5[)_1X/W(7T<k>)y

WLS ma tedy smysl definovat jako b?/LS,w _ (X’WX n 5I)_1X’Wy.

— Navihinl

— bjy1) = (X' W (7)) X) ™ X'W (71 )y.

Vnéjsi cyklus pak vyhodnocuje nejlepsi model podle klasického kritéria

Hfebenova regrese a LWS (robustni hfebenova regrese)

Popis metody

Dvoukrokovy odhad:

1.krok: Nejdfive se spocita LWS

2. krok: V prvnim kroku ziskané W (7) vyuZijeme
pro vypocet klasické hfebenové regrese na

data W(w)%y, W(w)%X. Tedy
by O — (X'W (m) X + 1) X'W (n)y.

Idea aneb pro¢ by to mohlo fungovat
Mame data, kde odlehld pozorovani zakryvaji
problém s multikolinearitou.

Indexy podminénosti toto neodhali, také ridge
trace vypada odliSné nez u pfipadu s témeér
zavislymi sloupci.

Pokud pouzijeme LWS s vdhami, kde w; = 0 pro
» > h pro néjaké h a tato metoda odhali vSechna od-

1 1
lehla pozorovani, pak na datech W (r)2y, W ()2 X
bude jiz kolinearita patrna a na tato nova data se
pak pouzije hfebenova regrese.

Pozndmka: Pokud by toto fungovalo, pak by se v ta-
kovych ptipadech dala LWS vyhodné pouzit jako
robustni detektor multikolinearity.

Vysledky

Ackoli se zdaji byt tyto tvahy sprdvné, na simu-
lovanych a také na datech z knizky [Zovdra (1989)]
(kapitola 9.) se ukdzalo, Ze takto navrZzend metoda
nefunfuje, jak bychom cekali.

Za pritomnosti odlehlych pozorovani zakryvajicich
multikolinearitu LWS neodhali sprdvné tato od-
lehla pozorovani, ackoli je na to ,, stavénd”. Navic

dava pfifazenim vah vzdy alespon jednomu z od-
lehlych velmi vysokou dulezitost.

Interpretace tohoto jevu

Jsem presvédcen, Ze tento problém je zptisoben
tim, Ze v datech je vlastné jakasi volnost zptisobena
téméf zavislosti. V datech jsou v zasadé dvé sku-
piny regresoru, které se snazi vysvétlit to samé.

Pfi pfidani odlehlého pozorovani k datim se

potom muZe jedna z téchto skupin soustfedit

vyhradné na vyrovnani jen tohoto pozorovani —
pfitom muze byt toto vyrovnani velmi pfesné. Coz

vede k tomu, ze LWS vybere radéji tento model s

pfesné vyrovnanym odlehlym pozorovanim misto

modelu na skute¢nych datech, ktera jsou ovsem ne-
stabilni.

Zaver

» Vlivem skryté multikolinearity nedokdze
navrzend metoda ve svém prvnim kroku
uspésne odhalit vSechna odlehla pozorovani, a
proto neni vhodnym kandidatem pro robustni
verzi hfebenové regrese.

» V knize [Rousseeuw and Leroy (1987)] do-
porucuji autofi feSit mozny problém skryté
multikolinearity tim, Ze také nejdfive ocisti
data od odlehlych pozorovani metodou
nejmensiho medidnu ¢tverct a poté provedou
hfebenovou regresi.

Vzhledem k pfedeSlym tivahdam a provedenym
analyzam se obdvam, Ze tato metoda také
nemuze fungovat spravné.

:

AN

LWS.
Nevyhody

Pro zkonstruovéni ridge trace se provede takto upravena metoda pro
néjakou mfiz hodnot 9. Nic ale nezarucuje, Ze s rostoucim o zustane
vyslednd idealni permutace vah stale stejnd, coz potvrdily i1 provedené
vypocty. V ridge trace se tedy mohou vyskytovat skoky.

Tim se komplikuje vybér vhodného 4. Navic je také otdzka, co viibec zna-
menaji navrhy a) na volbu 0 v ¢asti o htebenové regresi, protoZze odhad
z celych dat za pfitomnosti kontaminace muze byt touto kontaminaci
vyrazné ovlivnén, nehledé na dalsi problémy s tim spojené.

Vyhody

S rostoucim 9 se narozdil od ndvrhu 1 této metodé dafrilo na zkoumanych
datovych souborech spravné odhalit vSechna odlehld pozorovéni a tim
objevit skrytou multikolinearitu.

Zaver

» MozZné problémy s volbou o.

» S rostoucim ¢ se metodé dafi spravneé identifikovat vSechna odlehla
pozorovani zakryvajici multikolinearitu!

JO DUUOUCTIC

V tomto posteru byly prezentovany zatim jen tplné zakladni navrhy, je mozné

hledat dalsi metody, at uz vychazejici z htebenové regrese & napiiklad z re-
grese s linearnimi omezenimi, ktera se také pouziva pfi vyskytu kolinearity.

Prvni vysledky prezentovaného navrhu 2 se zdaji byti velmi slibné, proto je

potfeba se touto metodou zabyvat podrobnéji.

Také zustava nezodpovézeno mnoho dalSich otazek, naptiklad v praci nebyl

diskutovan problém dat, kde je multikolinearita uméle vytvofena odlehlymi
pozorovanimi, apod.
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