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SOUHRN
Poster shrnuje statistické výsledky z [2] týkaj́ıćı se analýzy obrazu kěr̊u v̌resu. Ty byly modelovány jako náhodná množina
daná konečným sjednoceńım kruh̊u se sťredy v omezené množině S ⊂ R2, mezi nimiž se vyskytuj́ı vzájemné interakce.

HUSTOTA KONFIGURACE
Označme b = b(z, r) kruh se středem v bodě z ∈ R2 a poloměrem r ∈ (0,∞). Ztotož-
ńıme-li b s bodem x = (z, r) ∈ R2×(0,∞), pak sjednoceńı ∪i∈Ibi = ∪i∈Ib(zi, ri), I ⊆ N,
můžeme ztotožnit s bodovým procesem na R2 × (0,∞).
Vztažný proces: Poisson̊uv bodový proces Y (tj. vztažný Booleovský model je
náhodná množina daná sjednoceńım kruh̊u odpov́ıdaj́ıćıch procesu Y ) s mı́rou intenzity
ρ(z) dz Q(dr) na R2 × (0,∞), kde ρ znač́ı funkci intenzity bodového procesu střed̊u a
Q je rozděleńı poloměr̊u kruh̊u.
Model: Sjednoceńı kruh̊u odpov́ıdaj́ıćı bodovému procesu X, který je absolutně spo-
jitý vzhledem k Poissonovu procesu Y a je vzhledem k němu daný hustotou f (x) pro
konečnou konfiguraci bod̊u x = {x1, . . . , xn}.
Předpoklad: X je konečný bodový proces definovaný na S × (0, R), kde S ⊂ R2 je
omezená množina taková, že

∫
S ρ(z) dz > 0, a R < ∞.

Tvar hustoty: fθ(x) = 1
cθ

exp (θ1A(Ux) + θ2L(Ux) + θ3Ncc(Ux) + θ4Nh(Ux))

θ = (θ1, θ2, θ3, θ4) ... vektor parametr̊u, cθ ... normovaćı konstanta,
A(Ux) ... plocha sjednoceńı kruh̊u odpov́ıdaj́ıćıch konfiguraci x,
L(Ux) ... obvod sjednoceńı kruh̊u odpov́ıdaj́ıćıch konfiguraci x,
Ncc(Ux) ... počet spojitých komponent sjednoceńı kruh̊u odpov́ıdaj́ıćıch x,
Nh(Ux) ... počet děr sjednoceńı kruh̊u odpov́ıdaj́ıćıch x.

ODHAD PARAMETRŮ
Mějme pozorováńı Ux a pǐsme hustotu ve tvaru fθ(x) = hθ(x)/cθ.
Logaritmicko-věrohodnostńı funkce: l(θ) = θ1A(Ux) + θ2L(Ux) + . . .− log cθ.
Problém: cθ nemá explicitńı vyjádřeńı.
Řešeńı: Pro pevný vektor θ0 lze maximalizovat poměr věrohodnost́ı
l(θ)− l(θ0) = log(hθ(x)/hθ0

(x))− log(cθ/cθ0
), který lze aproximovat pomoćı

l(θ)− l(θ0) = log(hθ(x)/hθ0
(x))− log

1

n

n−1∑
m=0

hθ(Zm)/hθ0
(Zm),

kde Zm jsou realizace z hustoty fθ0
(x) źıskané pomoćı MCMC simulaćı.

WALDŮV TEST
H : θM = 0, kde M je p× k-rozměrná matice hodnosti k a p je délka vektoru θ.
Waldova statistika (θ̂M)(MTj(θ̂)−1M)(θ̂M)T má asymptoticky χ2

k-rozděleńı.
Plat́ı H ′ : θi = 0 ⇐⇒ H : θM = 0, kde M je p × 1-rozměrná matice se všemi prvky
rovnými nule kromě i-tého, který je roven 1.

DATA

Obrázek 1: Keře vřesu (označené černou bavou) na ploše 10×20m v Jädråas ve Švédsku (data z roku 1981).

Vztažné procesy
• ρ = 2.45 a Q má rozděleńı N(0.26, 0.162) zúžené na interval [0, 0.50] (R1),

• ρ = 2.45 a Q má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 0.53] (R2),

• ρ = 1.16 a Q má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 0.53] (R3).

Odhady parametr̊u a Wald̊uv test na datech

θ1 θ2 θ3 θ4

(R1) −2.14 0.89 −1.78 −1.01
Wald 7.45 17.89 48.96 2.14

(R2) −4.81 1.17 −2.26 −0.69
Wald 37.04 29.77 83.66 1.01

(R3) −3.67 1.62 −2.25 −0.13
Wald 17.01 46.67 73.01 0.04

Kritická hodnota χ2
1(0.95) = 3.842 ⇒ θ4 = 0 ⇒ Nh z hustoty vypust́ıme.

θ1 θ2 θ3

(R1) −2.33 0.92 −1.77
Wald 9.54 21.01 46.89

(R2) −4.91 1.18 −2.25
Wald 38.02 32.33 78.78

(R3) −3.71 1.64 −2.25
Wald 17.04 47.11 73.89

Všechny parametry označeny za nenulové ⇒ konečné hodnoty parametr̊u v modelu.

SIMULACE

(a)

(b)
Obrázek 2: Simulace (a) vztažných Booleovských model̊u (R1)-(R3) (zleva doprava) a (b) fitovaných (A, L,Ncc)-interakčńıch
model̊u vzhledem ke vztažným proces̊um (R1)-(R3) (rovněž zleva doprava).

TESTOVÁNÍ VHODNOSTI MODELU
Nechť A ⊂ R2 je množina pozorovaná v (omezeném) okně W ⊂ R2 a G je množina
pixel̊u digitálńıho záznamu A.

Normovaná sférická kontaktńı distribučńı funkce
Nechť D = inf{r ≥ 0 : A ∩ b(0, r) 6= ∅}.
Sférická kontaktńı distribučńı funkce: H(r) = P(D ≤ r|D > 0), r ≥ 0.

Neparametrický odhad: Ĥ(r) =
∑

u∈G 1[u 6∈A, u+b(0,r)⊂W, (u+b(0,r))∩A6=∅]∑
u∈G 1[u 6∈A, u+b(0,r)⊂W ] .

Normovaná sférická kontaktńı distribučńı funkce: T (r) = −1
r log(1−H(r)).

Pro vztažné Booleovské modely: T (r) = 2ρπEQ + ρπr.

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

0
2

4
6

8
1
0

1
2

T_s function

r

T
(r

)

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

0
2

4
6

8
1
0

1
2

T_s function

r

T
(r

)

0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

0
2

4
6

8
1
0

1
2

T_s function

r

T
(r

)

Obrázek 3: Odhad T̂ (r) źıskaný z dat (plná křivka), teoretická T (r) pro Booleovský model (čerchovaná křivka), 2.5 % a

97.5 % obálky źıskané z 39 simulaćı Booleovského modelu (tečkovaná křivka) a 2.5 % a 97.5 % obálky źıskané z 39 simulaćı

fitovaného modelu (čárkovaná křivka) pro vztažné procesy (zleva doprava) (R1)-(R3).

Kovariančńı funkce
Kovariančńı funkce: C(r) = P(u ∈ A, v ∈ A) pro u, v ∈ R2 : ‖u− v‖ = r.

Neparametrický odhad: Ĉ(r) =
∑

u,v∈G 1[‖u−v‖=r, {u,v}⊂A]∑
u,v∈G 1[‖u−v‖=r] .

Booleovské modely: C(r) = 2p−1+(1−p)2 exp
(
ρE

[
2Q2 arccos Q

2r −
r
2

√
4Q2 − r2

])
.
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Obrázek 4: Odhad Ĉ(r) źıskaný z dat (plná křivka), teoretická C(r) pro Booleovský model (čerchovaná křivka), 2.5 % a

97.5 % obálky źıskané z 39 simulaćı Booleovského modelu (tečkovaná křivka) a 2.5 % a 97.5 % obálky źıskané z 39 simulaćı

fitovaného modelu (čárkovaná křivka) pro vztažné procesy (zleva doprava) (R1)-(R3).

Dilatace množiny
Nechť A⊕r = ∪u∈Ab(u, r) je zvětšeńı a A	r = {u : b(u, r) ⊆ A} zmenšeńı množiny A
o hodnotu r.

Dilatace: d(r) = |A⊕r∩W	r|
|W	r| .
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Obrázek 5: Dilatace dat (plná křivka), 2.5 % a 97.5 % obálky źıskané z 39 simulaćı Booleovského modelu (tečkovaná křivka)

a 2.5 % a 97.5 % obálky z 39 simulaćı fitovaného modelu (čárkovaná křivka) pro vztažné procesy (zleva doprava) (R1)-(R3).
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process modelling and statistical inference” (Danish Natural Science Research Council).

Literatura
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