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Poster prezentuje mozné vyuziti kvantili v detekci bodu zmény v sekven¢né pozorovanych datech. UvaZzuji se
jak vybérové kvantily v modelu polohy, tak i regresni kvantily. Teoreticka ¢ast je modifikaci prace [1], ktera je
doplnéna vysledky simulac¢ni studie.

UVOD A MOTIVACE

Prace vychazl ze schematu navrzeném v [2] a rozpraco-
vaném v [1] na tzv. L; odhady parametru polohy a re-
gresniho parametru. Zde se zamérujeme na testovani
zmény kvantilu distribuce pozorovani, pripadné na zménu
regresnich kvantilu.

Zkoumani kvantilu bylo motivovano moznou aplikaci
na testovani zmeény Value at Risk (VaR). VaR se casto
pouziva v ekonometrii jako mira nejruznéjsich rizik,
predevsim pak trzniho rizika daného portfolia. VaR od-
povida ztraté, kterou portfolio s danou pravdépodobnosti
nepiekroci v daném casovém useku. Z matematického hle-
diska je tedy kvantilem distribuce vynosu.

MODEL POLOHY

Uvazujeme sekvencné prichazejici data splnujici model po-
lohy
Y = p; + e, (1)

kde Y; jsou pozorovana data, u; je parametr polohy a e;

jsou iid nahodné chyby s distribu¢ni funkci F' specifiko-

vanou nize. Zména 7 kvantilu ¢! pozorovani Y; je tedy

zpusobena zménou parametru polohy z hodnoty pg na fi.
Miuzeme vsak uvazovat i model

Yi = pu+ e, <2)

kde e; jsou také nezavislé, avsak jejich distribucni funkce
se muze v neznamém Case zmenit z F' na F;. Kvantily jsou
proto ovlivnény zmeénou celé distribuce, tedy model (1) je
ziejme specialnim pripadem modelu (2).

O distribuc¢nich funkcich predpokladame, ze jsou spo-
jité, pricemz nosi¢ hustoty je interval a na jeho vnitiku
existuje jeji derivace. U F' predpokladame navic symetrii
kolem 0, nebot se jednd o distribuén{ funkei chyb.

Dale predpokladame, ze mame k dispozici historicka
(tréninkova) data beze zmény o délce m (tzv. podminka
stability), tj. t] = ... =t], = t].

Testujeme tedy nulovou hypotézu, ze se 7 kvantil pozo-
rovani nement:

Hotzztg, 1 <1< (3)

proti alternative, ze se v neznamém bodé m + k* zmeéni:
Hi : existuje k™ > 1 takové, ze t] =t;, 1 <1 <m+ k",
ti=t, m+Ek"<i<oo, t,#t..

(4)
Testova statistika

Testova statistika vyuziva analogie Ly rezidui. Definujeme

g =1—1IY; <t]],

kde I[...] znaéi indikdtor jevu a t7  je vybérovy
7 kvantil historickych pozorovani ziskany minimalizaci
ming » . 4 pr(Y; — a) pro p-(u) = u(t — Ifu < 0)).

Popula¢ni analogie je ¢; = 7 — IY; < t]], pro které za
Hy plati: Eeg; =0, vare; = 7(1 — 7). Proto velké hodnoty
testové statistiky

1 m—+k )
N

ziejmé vedou k zamitnuti nulové hypotézy. Statistika je
normovana obvyklou hrani¢ni funkei

m + k

gl b.7) = v (2E) (2 k)

s doladujici konstantou v € [0,1/2).

Pro asymptotické chovani statistiky plati stejné vztahy
jako pro statistiky v [2] ¢i [1]. Za Hy plati (5)

i P( sup 12U R C) :P(Sup Wl C)

m—00 1<k<oo g(m7 k, 7) o<t<1 U7

pro vsechny ¢ > 0, kde {W(¢), t € [0,1]} je Wieneruv
proces. Tento vztah nam umoznuje aproximovat kriticke
hodnoty pro testovaci proceduru. Za H; plati

Q(m. k)| p

sup 00,
1<k<oo g(m7 ka fY)

m — 00, (6)
coz zarucCuje, ze nastala zména bude detekovana
s pravdépodobnosti jdouci k 1.

Simulace

Byly provedeny simulace pro ohodnoceni vykonnosti pro-
cedury s koneénym tréninkovym obdobim pfi pouziti
asymptotickych kritickych hodnot, tj. kritickych hodnot
pro uvedeny funkcional Wienerova procesu. Uvazovaly se
vlivy

e délky historického obdobi (m = 50; 100; 500)

e okamziku zmény (k* = 50; 100; 500)

e dolad'ovaci konstanty (v = 0;0,25;0,45)

e rozdéleni chyb (normalni a Laplaceovo)

e velikosti zmeény § = . — o (prip. typu alternativy)
pro ruzné kvantily (7 = 0,1;0,25;0,5;0,75;0,9). To vSe na
5% hladiné spolehlivosti.

Jelikoz se v testové statistice neobjevuji primo ve-
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Za alternativni hypotézy procedura vykazuje stejné rysy

jako obdobné procedury, a to pro vsechny kvantily (spe-
cielné pro median jsou vysledky shodné s [1]) To znamena:

Procento zastaveni
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e dolad ovaci konstanta v - pro k* malé je nejvhodnéjsi
blizké 1/2, naopak pro pozdni zménu v = 0. Konstanta
0,25 je nevhodnéjsi pro k* srovnatelné s m

e zhorseni rychlosti detekce s narustem k* - typicky
problém CUSUM procedur

e prodlouzeni historického obdobi - zlepseni rychlosti de-
tekee; vyrazné pro malé zmény (6 = 1/2 - sd(Y;))

e vétsi zmeény (nad 2-sd(Y;)) se jiz neprojevuji zrychlenim
detekce - typické pro ,,L;” procedury
Oproti jinym proceduram se vsak musi rozliSovat

znaménko zmeény. Zatimto pro - S\m| 50 100 500

median je zpozdeéni detekee pro 05| 360 246 206
zmeénu +c resp. —c prakticky 0.5 2| 176 156 151
stejné, u jinych kvantilu je si- -2 173 156 151
tuace rozdilna. V tabulce jsou 0,51 1000 782 335

uvedeny medidny ¢asu zasta- 020 2 822 228 199
veni pro ruzné velikosti zmény 2| 130 129 128
(pro k* = 100). Pokud zména 001 249 207 187
nastala ,ve sméru kvantilu” 075 2) 155 129 128
| Ve SRRV ) 2 322 235 199
tj. napr. zaporna zmeéna pro

1. kvartil, dochazi ke zrychleni detekce, naproti tomu
pri opacné zméné dochazi ke zpomaleni. Pro extrémneéjsi
kvantily je situace jesté vyraznéjsi. Tento fakt je zpusoben

tvarem definice €;. Také muzeme pozorovat zrychleni de-
tekce s rustem m u malé zmeény.

Nasledujici tabulka obsahuje mediany casu zastaveni
pro model (2), kdy se distribuce 0,1 025 05 0,75 09
chyb ménila z N(0,1) na N(0,9), 168 376 1000 365 167
a ruzné kvantily (pro m = k* = 100, v = 0,25). Median
distribuce se nezmeénil, 1000 odpovidda max. monitoro-
vacimu obdobi.

LINEARNI MODEL

Problém je analogicky jako v pripadé modelu polohy. Nyni
uvazovany model je

}/; — XZTIBZ -+ €,

kde e; maji opét distribucni funkci F', X, jsou s nimi
nezavislé a splnuji dalsi predpoklady uvedené v [1].
Zajimame se o regresni kvantily 37, tzn. podminka sta-
bility ma tvar 8] = ... = B, = B, a testové hypotézy
jsou pro né stejné jako (3), (4).

Taktéz testova statistika je analogicka. Definujeme
el =r— IV, - X!, < 0],

(A

kde B; je 7 regresni kvantil historickych pozorovani
ziskany minimalizaci ming, > p,(V; — X!'b).

Populaéni analogie je e# = 7 — I[Y; — X! 3]], pro které
za. Hy opét plat: Eeft = 0, varel® = 7(1 — 7). Testovd
statistika je tedy definovana jako

Qb = —— 3 e
\/T(l - T) 1=m—+1

Za trochu zuzenych predpokladu (v zévislosti na regre-
sorech X - viz. [1]) pro statistiku Q'(m, k) plati obdobné
vztahy jako (5), (6), které zarucuji teoretickou pouzitelnost
procedury.

Byly provedeny simulace pro model linearni regrese, kde
X; = (1, X;)! a rozdéleni X; bylo bud normélni N(0,16)
nebo stejnomérné U(0,4). Zbylé parametry se shodovaly
s modelem polohy. Taktéz vysledky byly obdobné.

Zduraznéme pouze vztah regresoru X; a znaménka ve-
likosti zmény 6 = B, — By. U krajnich kvantilu opét

dochazi ke £(X;) 7\d (1,0)8 (0,)F (=1,0)" (0,—1)"
zlepseni/ 0,1 1000 151 145 151
zhorseni N(0,16) 0,25 304 264 142 263
rychlosti 0,5 175 1000 178 1000
detekce dle 0,1 1000 1000 143 121
5 ) =
SMEru po- U0,4) 0,25 304 269 142 135
0,5 178 170 175 167

sunu. Pro

centrované regresory vsak druh zmény smérnice nema
tento vliv. Avsak v tomto pripadé neplati pro median
analogie vztahu (6), coz se projevilo neschopnosti detekce
(1000 je max. pozorovaci obdobi, m = k* = 100, v =
0,25).
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