Abstrakt : UvaZujme spojity ndhodny proces {My; t > 0}, u ktorého ne-
sledujeme cely jeho priebeh, ale len cas, v ktorom prekroci hranicu A > 0.
Na zdklade tejto informdcie chceme testovat hypotézu Hy : My = wy, kde wy
je Wienerov proces, proti alternative Hy : My = w; + at, kde a > 0 je zname.
Prispevok je zamerany na konstrukciu a vlastnosti dvoch testov zaloZenych
na Neymanovej a Pearsonovej leme. V prvom pristupe pouZijeme rozdele-
nie nahodnej veliciny 74 = inf {t > 0; M; > A}, ktoré je za nulovej hypotézy
zndme a za alternativnej hypotezy ho vypocitame pomocou Girsanovovej vety.
V druhom pristupe sa problém prevedie na test hypotézy o parametri binomic-

kého rozdelenia pre nahodni velicinu B, = Z I { max M, > A}.

: 0<t<T
=1

Vypocet hustoty nahodnej velic¢iny 74

Nech w; je Wienerov proces na pravdepodobnostnom priestore (2, F', P), nech
A >0, a > 0. Potom ndhodna veli¢ina

Ty =inf{t > 0w, > A}
ma (podla [2], str. 41) rozdelenie s Waldovou hustotou

1 A A?
- g |
5 3 exp{ 5 } {s >0}

Vypocitajme rozdelenie ndhodnej veli¢iny

f(s)

74 = inf {t > 0;w; + at > A}.

Veta (Girsanov) : Nech w; je d-dimenziondlny Wienerov proces na pravde-
podobnostnom priestore (Q, F, P). Nech T € [0,00) a nech b je Fi-adaptovany,
F ® B ((0,00))-meratelny proces s hodnotami v R splriajici :

K
/ b2 ds < oo
0

(P - skoro vsade) pre V K < oo a Epr (b) = 1, kde

pi(b) = exp {/Of by dw, — %/Of (bs)? ds}.

Na meratelnom priestore (2, I') definujme mieru P(dw) = pr(b)(w)P(dw). Po-
tom (S0, F', P) je pravdepodobnostny priestor a

t
zﬂt:wt—/bsds
0

je d-dimenziondlny Wienerov proces na pravdepodobnostnom priestore (§2, F, ﬁ)
pret <T.

(podla [3], str. 207)

Zvolme T > 0 pevné. Pre d = 1 a b = —a z Girsanovovej vety plynie, Ze ak de-
finujeme ]S(dw) = exp {—awT — %azT} P(dw), potom w; = w; + at je pre t < T
Wienerov proces na pravdepodobnostnom priestore (€2, F, ﬁ)

Potom pre 0 < s < T plati :

P(ty <s) = P(max(w; + at) > A) =

0<t<s

1 1
EI {max(wt + at) > A} exp {awT + 5a2T} exp {—awT — §a2T} =

0<t<s

1
E {E [I {ggtag}; wy > A} exp {a(wT — wg) — §a2T} exp {aws} ’FSI } =

1,
El {gggggwt > A} exp {awS — §a s} =

A—as
e 1 1 1 1
ex QaA/ ex ——22}d2+/ ex {——ZZ}CZZ
p{ }_OO o p{ 5 e Vi Py 5
A teda

(P <) = =T -0 (- s}

ds - o 53
pre 0 < s < T. KedZe tento vyraz nezavisi na T, dostavame pre nahodni veli¢inu
74 na intervale (0, co) hustotu

Zostavenie testu

Problém : Na zdklade casu, v ktorom jedna realizdcia ndhodného procesu
{My; t >0} prekroci hranicu A > 0, kde A moZeme volit, chceme testovat
hypotézu

Hy : M, = w,; proti alternative

Hy : My = w; + at, kde a > 0 je zndme.

a) proces sledujeme tak dlho, ako potrebujeme

b) proces sledujeme len do casu T > 0.

Lema (Neyman a Pearson) : Nech Py a P, su dve rozdelenia pravdepo-
dobnosti na meratelnom priestore (S, F'), ktoré maji hustoty py a py vzhladom
na Mmiery (.

Potom pre lubovolné a € (0,1) existuje test hypotézy Hy : P = Py proti alterna-
tive H, : P = P, charakterizovany testovou funkciou ¥ splriajicou :

U (z) =1 pre p1(x) >k po (v)

U (z) =0 pre p1 (z) < k po (),

kde konstanta k a hodnoty ¥ (x) na {z:p1(x) =k po(x)} s urcené tak, Ze
plati : EgV (X) = a. Test charakterizovany ¥ je nagsilnejsim testom Hy proti Hy
na hladine mensej, nanajvys rovnej c.

(podla [1], str. 30)

Pre A pevné je tlloha ekvivalentna testu hypotézy

Hy : cas prekrocenia hladiny A mad hustotu f voci Lebesgueovej miere \

proti alternative

H : ¢as prekrocenia hladiny A mad hustotu f VOCT .

1
Pre jednoduchost dalej predpokladajme, ze a < 3" KedZe « je hladina testu,

nie je tento predpoklad nijako obmedzujaci. Podla Neymanovej a Pearsonove;
lemy zamietame hypotézu H, v prospech hypotézy H; prave vtedy, ked

Fs) _ exp{_z (25 - m} >,
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kde d budeme volit tak, aby sme dosiahli pozadovant hladinu testu «. Polozme
teda

d
1 A 1
a = Py (zamietneme Hy) = ——eX — A%\ ds.
Ho ( O) 0 \/27]' 5% p { 28 }

Odtial plynie, ze

o[R

kde u;—g je kvantil normalneho rozdelenia, teda pre nahodnt veli¢inu
X ~ N (0,1) plati :
o
P(XSUl_%) :1—5
Najsilnejsi test hypotézy H proti alternative H; na hladine mensej, nanajvys
rovnej « je charakterizovany testovou funkciou

AZ
\ =1 < )
i {S - “33}

Pre silu testu 3 (A, a) plati :

B (A,a) = Py, (zamietneme Hy) =

—u? . — Aa —ui_o + Aa
exp {24a} ® 2 + - :

”U,l_%

kde ® (z) je distribu¢na funkcia normovaného norméalneho rozdelenia. Derivova-
nim (5 (A,a) podla A zistime, Ze sila testu je pre pevné a rasticou funkciou A.
Kedze

lim 3 (A, a) =1,

A—oo

moZzeme volbou A dostato¢ne velkého dosiahnut ITubovolne velkt silu testu.
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Sila testu ako funkcia dvoch premen-
nych a a A pre a = 0.05.

Pre malé hodnoty testovanej smer-
nice a rastie sila testu so zvic¢sujicim
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sa A pomalsie nez pre vicsie hodnoty
smernice a.

Pre viicSiu ndzornost sa pozrime na silu testu este ako na funkciu jednej pre-
mennej A pre niektoré konkrétne hodnoty a a pre a = 0.05.
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Pre dolny odhad sily testu méZeme pouzit niektoré z odhadov pre distribuc¢ni
funkciu normovaného normélneho rozdelenia. Napriklad podla Fellerovych ne-
rovnosti pre x > 0 plati :

R 7’ <b() <1 1 1 1 7’

— = exp{ —— x — |- == exp{ ——
T/ 97 P 2 | — - r 23] /21 p 2

(podla [4], str. 318).

Odtial plynie, ze pre aA > u%_% plati :

B(A a) >

) 1 Uy_a 1 n 1 { 1 A 2 2
— 5 — 5 | exp —— (a - ul_g> .
2T Up_a +aA | adA U (aA n u%_g> 2u1_% 2
2

Tento odhad je ale pre niektoré hodnoty a, A a « prilis hruby. Presnejsiu ap-
roximaciu pre tieto hodnoty a, A a « ziskame bud pomocou inych odhadov
distribuc¢nej funkcie normovaného normalneho rozdelenia alebo pomocou statis-
tického softwaru.

Navrh testu :

a) proces sledujeme tak dlho, ako potrebujeme :

Pre poZadovani hladinu testu o a silu testu B ndajdeme A dost velké tak, aby
test mal aspori dani silu. Potom sledujeme realizdaciu procesu {My; t > 0}
do casu

AZ

2 .
ul_g

2

T —

Ak dovtedy prekroci hranicu A, zamietame nulovi hypotézu v prospech alter-
nativnej. Inak nulovi hypotézu nezamietame.

b) proces sledujeme len do casu T > 0 :

Pre pozZadovani hladinu testu o volime A = ul,%\/T. Ak do casu T proces
prekroci hranicu A, zamietneme nulovi hypotézu v prospech alternativnej,
inak nulovi hypotezu nezamietame.

Test navrhnuty pre pripad b) ma silu
0 = exp {2au1_gﬁ} P <—u1_2 — ﬁa) + @ (—ul_g + \/Ta),

¢o je maximum, ktoré sa za danych podmienok dalo dosiahnut.

Definicia : Nech A = {Py,0 € O} je systém dominovany o-konecnou mierou p,
kde © C R. Hovorime, Ze A md monotonny pomer vierohodnosti, ked existuje
redlna statistika T (x) tak, Ze pre lubovolné 0 < 0’ si rozdelenia Py a Py navzd-

r (XU

po ()

jom rozne a pomer ich hustot je neklesajucou funkciou T (z).

Veta (O monoténnom pomere vierohodnosti) : Nech systém rozdeleni
A={F,0 € ©}, © C R ndghodného vektoru X md monotonny pomer vierohod-
nosti vzhladom na statistiku T (X). Potom existuje rovnomerne nagsilnejsi test
hypotézy Hy : 0 < 0y proti alternative Hy : 6 > 0y charakterizovany testovou
funkciou ¥ spliajicou :

U(x)=1preT(x)>c

U(x)=0preT (x)<c,

U(x)=vpreT (x)=c,

kde konstanty ¢ a 7 su wvolené tak, aby platilo : Ep ¥ (X) = «. Silofun-
kcia B (0) = EpV (X) testu charakterizovaného ¥ (X) je rastica na mnoZine
{6;(0) <1}.

(podla [1], str. 33, 34)

Uvazujme systém A = {P,,a € [0,00)} rozdeleni ndhodnej veli¢iny

74 = inf{t > 0; M; > A}. Tento systém ma monoténny pomer vierohodnosti

vzhladom na Statistiku - 74. Podla vety o monoténnom pomere vierohodnosti
teda existuje rovnomerne najsilnejsi test hypotézy Hj : a = 0 proti alternative
H, : a > 0 charakterizovany testovou funkciou ¥ spliiajicou :
U(t)=1pret<ca

U (t) =0 pret > c,

kde konstanta ¢ je volena tak, aby platilo : EgWU (74) = «a. Z toho vyplyva,
ze vySSie navrhnuty test sa da pouzit aj pre zloZeni jednostrannu alternativu,
a to dokonca ako rovnomerne najsilnejsi test. V takomto pripade sa ale nedaju
pouzit uvedené vztahy a odhady pre silu testu.

Inou modifikaciou vyssie odvodeného testu je jeho vyuzitie na testovanie jed-
noduchej hypotézy proti jednoduchej alternative, ked mame k dispozicii udaje
o n nezavislych realizacidach ndhodného procesu {M;; ¢ > 0}. Nulova hypotézu
tentoraz zamietame, ked stcet ¢asov prekrocenia hranice A jednotlivymi reali-
zaciami je mensi, nanajvys rovny

.....

eSte pred ukonc¢enim pokusu. Inak musime kazda realizaciu sledovat az do ¢asu
T = d. Porovnanim tejto modifikacie testu s jeho pévodnou verziou zistime,
ze pri zachovani tej istej hladiny testu sledujeme prekracovanie n-krat nizsej
hranice. V nesekven¢nom pripade vSak kazdu z n realizacii sledujeme rovnako
dlho, ako sme predtym sledovali realizaciu jedin.

Testy bez znalosti casu prekrocenia A

Problém : Na zdklade informdcie, kolko z n na sebe nezdvislyjch realizdcii
ndhodného procesu {My; t > 0} prekroci hranicu A > 0 do ¢asu T, kde T je
dané, chceme testovat hypotézu

Hy : M; = w; proti alternative

Hy: M; = w; + at, kde a > 0 je zname.

Tentoraz teda nevieme, kedy jednotlivé realizacie hranicu prekrocia, ale kolko
z nich ju prekroci do casu T.
Uvazujme indikatorové nahodné veliciny

I { max M > A}.
0<t<T

Pre a, A a T pevné ide o nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s alter-
nativnym rozdelenim s parametrom p. Ich stcet

B, = Z[ {Org% M > A}

1=1

mé teda binomické rozdelenie s parametrami n a p. Ulohu teraz moZeme pre-
viest na test hypotézy H, : p = py proti alternative Hy : p = pi1, kde p1 > py,

konkrétne A
= > = R
m=r (=) =2 ()

—A—aT —A+al
= > — - B
m =P <0r£tiXT (wy + at) > A> exp {2aA} ® ( Nia ) + & < T )

Problém potom rieSime niektorym z postupov pouzivanych na testy hypotéz
o parametri binomického rozdelenia. Pre n malé pouzijeme randomizovany test;
pre n velké aproximujeme binomické rozdelenie norméalnym. V druhom pripade
tak dostavame test charakterizovany testovou funkciou

U(b)=1 {b > u1_o/npo (1 — po) + npo}.

Pre silu testu potom plati :

ﬁ(p()apl) = (ﬁ(pl —pO) — Ul—q

p1(1—p1)

po(l—po))

pi(1—m)

kde py a p; st definované vyssie.

Graf zavislosti sily testu zalozeného
na aproximacii binomického rozdele-
nia normalnym na a a A pre a = 0.05,
T =2, n=>50.
- Za danych podmienok je mozné maxi-
L malizovat silu testu volbou vhodného
A. Pre A prili§ velké st py aj p1 blizke
nule a pre A prili§ malé st py aj p;
blizke jedne;].

KedZe je medzi nimi v tychto pripadoch pomerne maly rozdiel, je tazké ich
od seba odlisit, ¢o spdsobuje nizsiu silu testu. Volba vhodného A je otazkou jej
dobrej numerickej aproximaécie.

Systém A = {P,,p € [po, 1)} binomickjch rozdeleni s parametrom p nahodne;
veli¢iny B méa monoténny pomer vierohodnosti vzhladom na Statistiku B, takZe
podla vety o monoténnom pomere vierohodnosti test na hladine «, pri ktorom
zamietame nulovi hypotézu prave vtedy, ked je pocet realizacii, ktoré prekrocili
A, velky, opit dostavame zaroven aj rovnomerne najsilnejsi test jednoduchej
hypotézy proti zlozenej jednostrannej alternative.
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