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ADEKVATNOST LINEARIZACII NELINEARNEJ REGRESIE
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Ustav merania SAV, Bratislava

Abstrakt. Pre vseobecnu linearizaciu nelinearneho regresného modelu definujeme
kritérig jej pouzitelnosti podobné kritéridm pouzitelnosti taylorovskej linearizécie v
apriorne danom bode. Oblasti pripustnosti linearizdcie sa daji popisat pomocou
zovseobecnenych mier vnutornej a parametrickej krivosti povodného modelu.
Kritéria pripustnosti taylorovskej linearizacie. Inferenciu v (regularnom) ne-
linearnom regresnom modeli

y=n(0)+ec;e~N0,ocW), (1)

kde y € RY s merania, # € © C RP je neznamy parameter, n(.) : © — RY regresns
funkcia, € nahodné chyby, W znama kladne definitna matica a ¢ neznamy parameter,
mozno zjednodusit, ak ho nahradime linearnym modelom. Jeho volbu mozno zalozit na
apriérnej informécii o skutoénej hodnote 8 neznameho parametra. Ak sa napriklad vie,
7e € O(6°), kde O je okolie danej hodnoty 8 € ©, model (1) sa zvykne aproximovat
svojou taylorovskou linearizaciou v bode 6°

y=n(@0")+0n0").(0 —") +e=A0+a+ec=70)+ec;e~ NO,W). (2

V [3] (pre znéme o) a [2] (pre nezndme o) sa pri predpoklade zanedbatelnosti tretich
derivacii funkcie n(.) na O navrhli kritéria pouzitelnosti (2) vzhladom na skreslenie,
ktoré sposobuje pri roznych druhoch inferencie.
Namiesto (2) mozno pouzit vieobecnejsiu linearizaciu
y=AB0) +a+e=:7(0)+ec;e~ N(,o*W), (3)
kde A € RV*? h(A) =p, a € RY a 8(.) : © — RP je reguldrna reparametrizicia.
Ak je dané apriérne rozdelenie 7(.) na O, Specidlne netaylorovské linearizacie, ktoré

maju dobru Statistickd interpretaciu - minimalizuju apriornu strednu kvadraticku chybu
- sU napr. linearizacia vyhladzovanim zo [4]

A= Covy(n,0)Var'0,a = E.n — AE.0,3(0) = 0 (4)

alebo vnitorna linearizacia z [1]
A=(uy,...,uy),a=EmB0)=A"WTATA W (n0) - a), (5)
kde uq, ..., uy su ortonormalne vlastné vektory matice Var,n porade prisluchajuce je;

vlastnym hodnotam Ay > --- > Ay > 0.
Predpokladajme, Ze 34y € RY a W—ortogondlny projektor Ryxxn, h(R) =p+q <
N, také, ze

sup [[(1 — R)(n(0) — Ao)lw (6.1)
0coO

je zanedbatelné, pricom ¢ je ¢o najmensie. VYznam maji potom zrejme iba tie
linearizacie (3), pre ktor¢ a = Ay a M(P) € M(R), kde P = P, =
A(ATWLA)TATW L. Dalej budeme namiesto Ag pisat a. Oznacme Q := R — P.
Zrejme h(Q) = q.

Specidlne mozno predpokladat, ze IB € RN xm? A(B) € RV Ay(B) € RY také,

~

VAS

sup 1(6) — (BA°*(6) + A(B)B0) + Ao(B)) (6.1)
je zanedbatelné. 'V tomto pripade nech A(0) = A, Ay(0) = a, P = Py, Q =
Pr-pp, R == P+ Q. Modelom (6.II) moze byt okrem taylorovskej kvadratizécie
v bode 0" napr. kvadratizicia B = (Couvs(n,0%%) — ACov.(0,0%%)[Var,0%* —
Cov (092, 0)Vart0Cov,(0,0%%)]", A = A — BCov,(0%?,0), Ay = E,n — BE0%* —
AFE0,6(0) =0, kde A := Covy(n,0)Var 60, minimalizujica apriornu strednt kvadrat-
icku chybu.

Rozsirenim pristupu z [3] a [2] mame:
DEFINICIA 1 . Model (1) sa dé (o, §)—linearizovat modelom (3) vzhladom na vysti-
hnutie merani modelom v mnozine O C ©, ak

sup P4y(T < Fyn_py(l—0a)) >1—a -9,
0cO
pre test vnutornej linearity modelu (1) s hladinou vyznamnosti a

_ 1Ry — a)lliy 1Qn(0) — a)lliv

I= 75 ~ Fyn-p—ql 2 ) (7.0)
alebo
1Q(y — a7 LIIQBB=*(0)]|7
I'= g5 o~ Fq,N—p—qﬁ 2 W)a (7.11)
kde 2 = I(I-R)(y—a)llZ
: g——
VETA 1 . MnoZina
HP<77(‘9> - a’)”%ﬂ/ 2\/ “Vmax
O =1{0 € O; < : 8.1
{ 2 - A>} (8.1)
alebo
IABO)5y 21/ Vmax
=10 € O: < 811
O:=10¢6; s ~ Kingn(A) (8.0

je linearizacnou oblastou modelu (1) v zmysle definicie 1, kde

Ymax : = max{y > 0; P (Fyn—p—q(V) S Fun—pq(0;1 —a)) > 1 —a—d},

2 _ 2 —

Kint1(A) = il sup Hggnégi ai”gy/ S HQﬁZ(?(@)HZ)HW’ (9.1)
g  0eo mv) —a 0 feo
POn(0)-a)#9 Y e W
kde 5(0) == (ATWLA)PATW 1 (n(h) — Ap) je kanonickd reparametrizacia,
s’ |1 = P)BB**(0)||w
Kinim(A) = — su 9.11
W) =5 TG, o
B(6)7#0

(vnitornd krivost modelu (1) vzhladom na linearizaciu  AB(0) + a).

Oznacéme By, A) = (ATWLA)"TATW(y — a) ML-odhad parametra § v mod-
eli (3). Pripustnost odhadu hTS(y, A) funkcie hT3 v modeli (1) a v mnozine O
mozno opit posudzovat podla skresleni pri roznych druhoch inferencie. Ozna¢me
C:=A"W1tA AT WL

DEFINICIA 2 . Model (1) sa na mnozine O vola
¢y —linearizovatelny modelom (3) vzhladom na vychylku funkciondlu h, ak

aop BB ) =B

bco  Varlh'B(y, A)l G0

(h'[C(n(0) — a) — B()])” < 2
a2hTCWCTh -

alebo

/ (Eglh "By, A) —n"8)*
@

\ (@) = JoP1C00) —a) = 5@ Pax(®) _
VarlhT 3y, A)

2T CWCTh =

kde ¢ = {C eRM h(C)=p;{C(n() —a);0 € O}NBO)#£0} alebo C =
{C e RV j(C) = p; TUCOO)—)I€00B(0) 5 | _ 80}.

m(O)
Minimalizéciou tohoto kritéria pre C' € C mozno ndjst najlepsiu ¢, —linearizdciu modelu

(1) na O C ©.

VETA 2 . Nech pre mnozinu O plati supy.q (hT[SQ(Z(Te()j;%_Tﬁh(Q)W < ¢ alebo
(h' CBB**(9))°

2 . 7 . / . *
SUDgeo “ 2 e v§ c;. Potom je model (1) vzhladom na funkciondl h na mnoZine

O ¢,—linearizovatelny vzhladom na vijchylku.

Mozno nédjst aj podmnoziny parametrického priestoru, na ktorych je taylorovskd lin-
earizacia pripustna pre vsetky linearne funkcionaly h.

2
VETA 3 . Nech O = {6, “Aﬁ(g)HW < M?}. Potom je model (1) pre vsetky

S

funkciondly h'0 ¢,—linearizovatelny vzhladom na vijchylku, kde ¢, = %M “Kpar(A),
kde

2 |PBEEO)|w
Kown(A) = —
prit(A) = sup e
B(6)#£0

Apriorna informéacia dana mnozinou O by vsak mala byt mensia ako informacia z
pozorovani dana oblastou spolahlivosti na hladine 1 — «

||A<B<Q,A) - ﬁ(‘%)”%ﬂf < <1M2Kpar(A) 4 \/pr N—p—q(l o &))2}.

— {6
S ={06; 5

Podmienka @ C S je teda ekvivalentnd s nerovnostou

|
MK 4) + VPEp (1 — @) < M.

VETA 4 . Nech
Ko(A) “ 2 <

ar — W >

) 20/PFyN-p—q(l — @)
a

1—V1—-w? < MKy(A) <14+ v1—w? akw® >0,
\/pr,N_p_q(l —a) < M, inak.

Potom O C S.

Porovnanim podmienok pre M z vety 4 s podmienkami z viet 1 a 3 dostavame v
pripade Kpa(A) >0

IA

UJQ meaX w2 \V ’YmaX
Kpar(A) < Kint(A)\/ pEpN—p—g(1 — @) Kpar(A)
(1+ V1 —w?)?

1 1
(1-V1-w) < . < —(1+V1-w?)
w

w? T VPFy Nyl — @)

a v pripade Kp,a(A) =0

2 max
Kt (A) < Al

T pE Nl — )
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