4 Shodna zobrazeni v prostoru

Uloha 4.1. (Z) Vypoctéte souéin q;¢o jednak piimo z definice a druhak geometricky po-
moci formule s vektorovym a skalarnim souc¢inem. Rovnéz k témto kvaternioniim naleznéte
kvaterniony inverzni.

¢ = 1+4i+2j—-05k
Uloha 4.2. (Z) Naleznéte otoceni vektoru (0,0,1)” kolem vektoru (1,2,2)” o thel 2 v

kladném sméru. Pokuste se tlohu vytesit jak pomoci Rodriguesovy formule tak pomoci
kvaterniont.

Uloha 4.3. Naleznéte viechny jednotkové kvaterniony, které odpovidaji rotaci, ktera pie-
vadi vektor (1,0,0)7 na vektor (0,1,0)T.

Uloha 4.4. (Z) Vyjadiete stfedovou soumérnost v R? se stiedem (1,2,3)7. Jedna se o
pfimou nebo nepfimou shodnost?

Uloha 4.5. (Z) Naleznéte vyjadfeni rovinové soumérnosti v R?, kterd zobrazuje bod
(1,0,—2)T na bod (3,2,0).

Uloha 4.6. (Z) Naleznéte vyjadieni osové soumérnosti v prostoru podle pfimky s parame-
trickym vyjadfenim (1,0, —1)T + ¢(1,2,3)T. Jedna se o pfimou nebo neptimou shodnost?

Uloha 4.7. Ovéite, 7e rovnice
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popisuji piimou shodnost R3. Najdéte samodruznou piimku tohoto zobrazeni a vyjadiete
je jako sloZeni otoceni kolem této pfimky a posunuti v jejim sméru (tedy jako Sroubovy
pohyb). Jaka je velikost thlu otoceni a vektoru posunuti?
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Roznasobeni podle definice:

G1q> = (2+i—3K)(1+4i+2j—5k) = 2+8i+4j—10k+i+4i2+2ij—5ik—3k—12ki—6kj+15k? =
=2+ 0i+4j— 13k — 4 + 2k + 5§ — 12 + 61 — 15 = —17 + 15i — 3j — 11k

Vypocet geometricky pomoci formule se skaldrnim a vektorovym soucinem

1G2 = (8152 — V1 - Va2, V1 X Vo + §1Va + Sovy).

V nasem pfipadé a1 = <817V1) = (27 (17 07 _3)T>7 42 = (Slavl) = (17 (47 27 _5)T)7 a tedy
Vi vy =19, vy X vo = (6, -7,2)7,

¢imz ziskdme
g =(2-1-19,(6,-7,2)" +2-(4,2,-5)" +1-(1,0,-3)") = (-17, (15, -3, —11)7).

Pomoci Rodriguesovy formule:
¢ je thel otoceni, r je vektor, ktery otacime, a n = %(1, 2,2)T je osa rotace (normovand).
Obraz 1’ vektoru r tedy spoc¢teme nasledovné

o 12 2\"\ /12 2\7"
"= (1-cos— )| (0,0,1)"- (=%, = -, ==

2 2 12 2\"
+ cos g(o,o, 1)T+sin§ ((5757 §> x (0,0,1)T> .
Takie r' = 1 (24 2v/3,4—V/3,1) .

Pomoci kvaternionti:
« je polovina uhlu otoceni, tzn. a = % a

r  n /12 2\7T
g=|cos—,sin— (==, = .
3777 3\3'33

V algebraickém tvaru g = % + %gi + %3 j+ %gk. Obdobné provedeme zapis r vektoru,
ktery otacime, pomoci kvaterniont: » = k.



Potom

Ry(r) = (%‘F?i"’TSJ %§k>k<%—?i—¥j—¥k> =

2+2\/_
6 6

Takze r' = 1 (24 2v3,4— v3,1) .

OJ

k.

Mame najit vSechny rotace prevadéjici i na j, tedy vSechny jednotkové kvaterniony
splnujici

qiq = j.
Je dobré si nejprve geometricky rozmyslet, ze takovych rotaci je nekonecné mnoho a ta s
nejmensim moznym rota¢nim thlem 7 /2 je realizovdna pomoci jednotkového kvaternionu

2 2
Lhzg—i-gk

a s zatimco ta s nejvétsim rotac¢nim thlem 7 pomoci

Vi Ve

b=ty

Nejlepsi zptisob jak nalézt vSechny tyto rotace je nejprve studovat takové rotace, které
fixuji vektor i, tedy prave rotace, které maji i za osu a ty vsechny odpovidaji kvaterniontim

¢o = (cos @) + (sin a)i.

Z grupové struktury H; pak vidime, Ze vSechny kvaterniony spliiujici zadani tlohy jsou
pravé kvaterniony tvaru
1Ga = (cosa)q + (sina)ge

a tvori hlavni kruznici na H; ~ S3.

Zobrazeni lze ziskat sloZenim posunuti (1,2,3)T do poc¢atku, stfedové soumérnosti
podle pocatku a posunutim zpét do zadaného stiedu:

-1 0 0 1 1 -1 0 0 2
0O -1 0 X—-12 +12]=10 -1 0 |X+ 1|4
0o 0 -1 3 3 0o 0 -1 6

Determinant matice je roven —1, jedna se tedy o nepiimou shodnost.

4.9l



Uvazme bazi B = (n, vy, vs), kde n je normalovy vektor roviny soumérnosti s vlastnim
¢islem —1 a vektory vy, vy jsou libovolné linedrné nezavislé vektory této roviny s vlastnim
¢islem 1. Napf.

n= (11,070 =(0,1,-1)7,v, = (—1,0,1)7.

Pak pro matici zobrazeni musi platit
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Vyjadreni této matice v kanonické bazi pak ziskame jako
K _ B1 A8k
[Alx = [id]ic[Al[id]5.
Posunuti p urc¢ime ze zadaného vzoru a obrazu. To musi spliovat
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Ulohu lze alternativé fesit podobnymi tvahami jako v tloze

Ulohu vyfesime vice-méné st¥edoskolskym zptisobem. Zadanou piimku oznaéme o.
Bodem X = (z,y, z)” povedeme piimku p, p L 0. Na té zfejmé bude lezet jeho obraz X'.
Necht p Mo = P. Protoze P € o, miizeme psat

1 1
P=[0]+t[2
-1 3

Navic je P ortogonalni projekci bodu X na piimku p. Z toho plyne

T+2y+3z+2

tn =
0 14

7 vyse uvedeného vyplyva, ze P = X EX ' atedy X’ = 2P — X. Po soufadnicich

x 2(14+ty) +x
y, = 2(0+2t0) +y
4 2(—1+3ty) + 2
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Po dosazeni a upraveni ziskame
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Zadana shodnost je pfima (det(A) = 1).
Ulohu by §lo podobné jako v tloze vytesit nalezenim matice vzhledem k vhodné bazi.

4.7

Shodnost je pfimé (det A = 1) a tedy z prednéasky vime, Ze ji 1ze vyjadiit jako Sroubovy
pohyb, tedy jako rotaci kolem néjaké primky slozenou s posunutim ve smétu této primky. Ve
zvlastnich ptipadech mtize byt rotace nulova (pak jde o posunuti) nebo miize byt posunuti
nulové (pak jde o ¢isto rotaci kolem ptimky).

Smér samodruzné primky je nutné vlastni vektor matice A s vlastnim ¢islem 1, ktery
snadno urc¢ime jako

Body samodruzné pfimky spliiuji vlastnost, ze f(Q) — Q je LZ s vektorem u, coz mizZeme
vyjadrit jako soustavu dvou rovnic o tfech neznamych

(f(Q) -Q)-(0,1,0)" = (f(Q) — Q) - (1,0, 1) =0.

Partikuldrnim fesenim je napriklad

Qo =

o= O

a tedy samodruzna primka ¢ ma tedy parametické vyjadieni

0 1
Qo +LO{u} = (1] +LOS |0
2 1

Uhel rotace lze uréit jako tihel mezi nékterym vektorem kolmym na osu a jeho obrazem,
tedy napftiklad jako tihel mezi (0, 1,0)T a A.(0,1,0)7 a posunuti lze urcit jako f(Qo) — Q.
Méné elementérni pohled je nasledujici: cos p = % = —% a posunuti (up)u = (2,0,2)T.
Vysledna shodnost je tedy sroubovy pohyb, totiz rotace o p = arccos(—%) kolem osy ¢

slozend s posunutim o vektor (2,0,2)7.
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