3 Shodna zobrazeni v roviné

Uloha 3.1. (Z) Pro nésledujici zobrazeni z R? — R? rozhodnéte, zda se jedna o shodnost.
Jestlize ano, urcete jeji typ, naleznéte jeji samodruzné prvky (body, sméry, pfimky) a
inverzni zobrazeni. Slozte néktera zobrazeni mezi sebou.

a) o' =2+ iy+ 1,y =—dx+3y—2

b) o/ = —Lr+ Zy+20,y =2z +12y—4

o) ' =fr—gy+ 1y =3r—3y—2

d) o' = Lo~ LPy+1,y = Lo+ Py

&) = —a+1,y = —y+2

) =243,y =—y

Uloha 3.2. (Z) Pomoci zobrazeni z tilohy , @) zobrazte
a) bod (2,-3)"

b) primku (1,1)7 + ¢(1,2)7

¢) piimkuz+y—3=0

d) parabolu y —2? =0

Uloha 3.3. (Z) Naleznéte rovnici otoceni v roviné se stfedem (1,3)7 o thel a.

Uloha 3.4. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 0y : 22+ 3y+4=0ao0y: x —y — 3 =0 a urCete typ shodnosti.

Uloha 3.5. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 07 : 224+ 3y +4 =0 a 05 : 2z + 3y = 0 a urcete typ shodnosti.

Uloha 3.6. (Z) Popiste vSechny shodnosti v roving, které zobrazi bod X = (2,5)” na bod
X' = (—6,3)7.
Uloha 3.7. (Z) Naleznéte viechny shodnosti v R?, pro které je piimka 3z +4y —1 =0

samodruzné a zaroveti jeji bod (3, —2)T je samodruzny.

Uloha 3.8. Urdete realné parametry p, ¢ tak, aby existovala shodnost f v R? takova, Ze
fB3,07 = (LT f:(1L,2)" = (3,7, f: (=1,2)T = (1+p,—¢)". Tuto shodnost
analyzujte.

Uloha 3.9. Naleznéte vsechny shodnosti, které zachovavaji ¢tverec s vrcholy (0,0)7,
(1,—-1)T, (2,0)T a (1,1)T. Popiste grupu, kterou tvoii.



Uloha 3.10. Konstrukéné i pocetné naleznéte vsechny pétitihelniky (ne nutné konvexni),
jestliZe jsou zadany (popotradé) stiedy jeho stran S; = (3, —2)T, Sy = (6,0)T, S5 = (3,2)7,
Sy = (=2,1)7, S5 = (—1,-2)T.

Uloha 3.11. Naleznéte shodnost v roving, ktera zobrazi kuzelosecku s implicitni rovnici
20z — 922 — 15y — 242y — 16y? = 0 na kuZelosecku, kterd nem4 smiseny ¢len zy. Rozhodnéte,
o jakou kuzelosecku se jedna.

Uloha 3.12. Naleznéte shodnost v roviné, kterou lze sloZit ze ti{ osovich soumérnosti, ale
ne z mensiho poc¢tu. Dokazte!



Vysledky

Cviceni 3

Zapiste zobrazeni maticové jako X’ = AX + p a rozhodnéte, zda ATA = I,. Pro
samodruzné body je tfeba fesit soustavu X = AX + p. Samodruzné sméry jsou vlastni
podprostory matice A. Samodruzna pfimka nemusi byt tvofena samodruznymi body, ale
jeji smér samodruzny byt musi. Jeji libovolny bod najdeme tak, Ze jej zobrazeni posune o
vektor, ktery je v samodruzném sméru zobrazeni. Inverz a skladani viz vzorecky v seznamu
vét z prednasky.

a)

b)

otoceni se stfedem v bodé (—%, —2)T 74dné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni 2’ =
3 4

U4, 3, 2
5T 75 5 Y =58+ 3Y+3
Zobrazeni lze chapat jako slozeni osové soumérnosti podle primky prochazejici pocatkem
a posunuti ve sméru na ni kolmém (je tfeba pocetné ovérit). Je to tedy osova soumérnost
podle primky neprochéazejici pocatkem. Samodruzné primka —5x + y 4+ 52 = 0 je osou
symetrie, samodruzné jsou i vsechny kolmice na ni, samodruzné sméry jsou generovany

vektory (1,5)", (5, —1)”, inverzni zobrazeni je 2/ = —2x+ Zy+20,y = Zo+ 5y —4.

neni shodné, protoze matice neni ortogonalni.

otocen{, samodruzny bod (1,1 + \%)T, 74dné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni

V2 V2 V2 \/ix_i_\/Tiy_i_\/Ti

1 V2 V2, _ V2 /I V2
T=5T+5Y-5,Y =73

stfedova soumeérnost, samodruzny bod (%, 1)T, vSechny sméry samodruzné s vlastnim
¢islem —1, inverzni zobrazeni 2’ = —x + 1,y = —y + 2.

Jde o slozeni osové soumeérnosti podle osy x a posunuti ve sméru, ktery na ni neni
kolmy (dokonce piimo ve sméru osy), je to tedy posunutd osova soumérnost. Zadny
samodruzny bod neni, samodruzné sméry jsou generovany vektory (1,0)", (0,1)7, sa-
modruznou pfimkou je z-ova soufadné osa (i kdyz zadny jeji bod samodruzny neni).
Inverzni zobrazeni je ' =z — 3, ¢y = —y.

[3.2]

a)

b)

() () ()

Piimku v parametrickém tvaru lze zobrazit pfimym dosazenim (jakoby po bodech).
Alternativné miuzeme shodnosti zobrazit jeden jeji bod a nasledné zobrazit vektor jejiho
zameéfeni asociovanym homomorfismem:

DOt

3



1/3 4\ (1) _1/11
5\—4 3/\2) 5\2
Zaméteni obrazu je tedy LO { (11) } a obraz piimky je (£, —3)7 +¢(11,2)7.

2

c¢) Pfimku by 8lo pfevést do parametrického tvaru, zobrazit a nasledné zapsat rovnicoveé.
Zobrazime ji v§ak rovnou. Obecné pro kiivku zadanou rovnici je tfeba vyjadrit z vyrazu
X" = AX + p predpis pro X = (z,y)” a tedy vyuzit inverzni zobrazeni:

X' =AX +p X:A‘lX’—A_lp,

prehledné€ji se zapisem pomoci souradnic:

()2 () A

Pro nase konkrétni zobrazeni mame (pouzivame jiz nalezené inverzni zobrazeni):
z\ _ 13 —4\ [ n 1/-11
y) 5\4& 3)\y) 5\ 2

z\ _ 1 (32 -4y —11

y) 5\ 42 +3y+2)°
Tim jsme dospéli k vyjadieni vztahu mezi (z,y)? a (2/,9')7, ted uz jen dosadime do
rovnice primky:

1 1
(32" — 4y —11) + S(42' + 3y +2) =3 =0

7' —y —24 =0.
(Kromé secteni jsme jesté rovnici vynéasobili 5).

d) Obdobné jako v predchozim pfipadé dosadime soufadnice ”obrazi”:
Lo Liar i
5(43: +3y' +2) — 5(31: —4y' —11)) =0.

Po tpravée: 922 — 242"y’ + 16y"? — 862" + 73y’ + 111 = 0.

Slozime posunuti stiedu do poc¢atku, otoceni o a kolem pocatku a posununi zpét do
bodu (1,3)”. To je zfejmé otoceni o dany tihel se samodruznym bodem (1,3)7, takZe se
jedna o hledané zobrazeni.

. (10 1
Posunuti do pocatku: (0 1) X — (3)



cosa —sino
sine  cosa

. ... (10 1
Posunuti zpét: (0 1) X 4+ (3)
SloZeni:
1 0 cosa —sina 1 0 X _ 1 n 1
01 sinae  cosa 0 1 3 3

Alternativné jsme mohli postupovat pouzitim vlastnosti otoceni. Uhel méame zadany,
takZe zname tvar matice asociovaného homomorfismu. Pro nalezeni vektoru posunuti vy-
uZijeme toho, Ze (1,3)T ma byt samodruzny. Jinymi slovy musi byt splnéna podminka

(5)= (o o) (5)+ )

Oba postupy vedou na stejny vypocet a otoceni je tvaru:
cosa —sina 1 —cosa+ 3sina
. X+ . )
sina cosa 3 —3cosa —sina

Rovnici: 2’ = x cosa—ysina—cos a+3sina+1, ' = xsin a+y cos a—sin a—3 cos a+3.

Otoceni o « kolem pocatku:

Pro fesSeni této a nasledujici tlohy se hodi vzorec pro osovou soumérnost podle piimky
s obecnou rovnici az + by + ¢ = 0:

1 > —a? —2ab —2c [a
/ J— N —
X_a2+b2(—2ab az—bQ)X+a2+b2 (b)

Ten se d& odvodit z podminky, Ze normalovy vektor piimky je vlastnim vektorem matice
s vlastnim ¢islem —1 a smérovy vektor s vlastnim ¢islem +1, tedy matice splinuje rovnost

a —b —a —b
A (b a ) - (—b a ) '
Tato rovnost také souvisi se zménou béze: definujeme-li bazi B = ((a,b)”, (=b,a)”), pak

. . -1 , g .
jisté plati [A]E = ( 0 (1)) Jak vime z LA, v kanonické bazi ma potom matice tvar

1B Br- 1K __ 1118 5.3,1_a—b -1 0 1 ab_
a = nagiaggias = agialmap = (3 ) (3 ) s (G o) -
1 b2 —a? —2ab
a2+ 02\ —2ab a®—-b*)"
Po vyteSeni maticové rovnice se pak da vzit libovolny bod X, lezici na piimce, a z
podminky X, = AX, + p dopoéist p. Zvolme BUNO X, = (—£,0)". Pak

(-8 1 b?> —a® —2ab -2y 1 —2ac
P=10 212\ —2ab =)\ 0 ) T a2rp \—2c)



" o , . —12 2 )
Vyuzitim vzorecku je osova soumérnost podle o;: 1—13 (_i 9 _s5 ) X — % (3) a 0sova

soumérnost podle 0s: % <(2) (2)) X+ (_33> Slozeni ma podle vzorecku z prednasky tvar:

102y 1 (5 —12) o 1(02)8 (2 (3
a\2 o) \-12 -5 2\2 0)13\-3) " \-3
1 (—12 -5 1 (15
E( 5 —12>X+1_3(—55)'

Rovnicové: «/ = 15(—12z — 5y + 15), ' = & (5z — 12y — 55).

Slozenim dvou takto ziskanych nepiimych shodnosti vznikne piimé shodnost, osy jsou
riznobézné, pijde tedy o otoceni. To lze ovérit i vysSettenim vlastnosti nalezeného afinniho
zobrazeni (samodruzné prvky, determinant).

Soumérnost podle 0y jsme nalezli uz v[3.4] 0, prochazi poc¢atkem, jedna se tedy o linearni
zobrazeni. Jeho matici navic nemusime pocitat, protoze je tato primka rovnobézna s o;.

5 —12
—12 =5

15 —12\1 /75 —12 X+i 5 —12) 8 (=2\ (1 0 X—i—ﬁ 2
13\—-12 -5/ 13\—-12 =5 13\-12 -5/)13\-3) \0 1 13\3/°
s o — 16 ,/ _ 24 X oo w . Ny
Rovnicové: o' = v+ 33, ¥’ = y+ 33. Opét piijde o pfimou shodnost, osy jsou rovnobézné,
pujde tedy o posunuti.

Soumérnost podle 0, ma tedy tvar % < > X. Slozeni je potom tvaru:

Ulohu miizeme fesit pfimocaie tak, e rozlisime dva piipady, totiz kdyz je shodnost
primé nebo nepfimé. V obou piipadech vime jak vypada obecné matice A a prislusné
posunuti p dopocitame tak, aby f(X) = X"

Také 1ze vyuzit grupy vSech zobrazeni, kterd maji pocatek [0, 0] jako samodruzny
bod, a tedy maji nulové posunuti, ozna¢me si tuto grupu jako Gy. Jestlize f je posunuti o
vektor (—2,—5)T a f’ je posunuti o vektor (—6, 3)7, pak fesenim tilohy jsou pravé zobrazeni
tvaru f'ogo f, kde g € Gy (dokazte).

Piimé shodnosti: ( cosa —sina ) ( x ) n ( Ssina —2cosa — 6 ) ’

sina  cosa Y —2sina — 5cosa + 3

nenifmé shodnosti: [ OS¢ sin o x " —Hsina — 2cosa — 6
P "\ sina —cosa Yy —2sina+b5cosa+3 /°

Pouzijeme analogicky pristup jako v druhé casti ptikladu Najdeme shodnost f,
kterd zobrazi bod (3,—2)T na bod (0,0)” a pfimku ze zadani na piimku y = 0. Nésledné
vyfesime tilohu pro pfimku y = 0 a samodruzny bod (0,0)7 Nakonec vSe vratime zpét
inverznim zobrazenim. SloZenim téchto t¥i zobrazeni dostaneme chténé shodnosti.



[0,0] v

[37 _2]

Hledame slozeni otoceni a posunuti, které zobrazi zadanou pifimku na primku y = 0.
Takové otoceni zobrazi normélovy vektor (4, —3)T zadané primky na vektor (0,5)7. Otoceni
ma tudiz prislusnou matici

_3 _
(¥ )
5

o . P " -3 . . ,
Pavodni posunuti primky mélo vektor ( ) . Otoceni musime na tento vektor také

[SA{[SS N

2
aplikovat, a dostaneme vysledné afinni zobrazeni f :

(G)=(7 )0+ ()

Dopoéitame nyni inverzni zobrazeni f~! invertovanim tohoto. To jde provést snadno
diky typum skladanych zobrazeni, ale radéji obecné pfipominédme, Ze pokud x’ = Ax + p,
pak x = A7!'x — A~!p. Dostaneme:

~(0)-0 H0-()

Shodnosti g, které maji samodruznou osu = a bod (0,0)T, maji ortonormélni matice
a nulovy vektor p. Navic prvni sloupec musi byt vektor (1,0)? nebo (—1,0)?. Takovym
zobrazenim odpovidaji pouze 4 matice (tvofici grupu):

b)) ) )

Slozenim zobrazeni v pofadi f~! o g o f pak dostaneme hledané shodnosti:

@) =6 DE) )

O QoUW



Aby f byla shodnost, musi platit || X — Y| = ||f(X) — f(Y)||. VyTeSte rovnice pro

b, q.
Jedna z moznosti je urcit p, q ze vzdalenosti vybranych bodi. Druhou moznosti je i s

parametry zobrazeni ve tvaru AX + p. Sestavime soustavu rovnic a vyjde nam, ze

2-p 4—p —4+3p
() = (e »32) () + ()

Prvni radek matice ma normu 1 pro p = 2 nebo p = 4. Norma prvniho sloupce pak bude
0 pro ¢ = 0 resp. ¢ = —4. Pouze prvni volba dava ortogonalni matici, zobrazeni pak je

f T (01 x n 1
y)) \1 0)\y 1
To je posunutd osova soumérnost s osou —x + y = 0 a posunutim o vektor (1,1)7.

Grupa Dg, identita, otodeni se stiedem v bodé (1,0)T o 5 T 37”, osové symetrie s
osamiy=0,z2—1=0, —x+y+1=0azx+y—1=0.

4o 0 -1 x 1
otocer110§:<1 0 ><y)+(_1),
otoéeniow:(_l 0 )(x)+(2>

0 -1 Y 0 )’

otoceni o 3T 0 1 . + ! ,
2 -1 0 Y 1

, 9 1 0 T
osova soumeérnost s osou y = 0: 0 1 ,

, 9 -1 0 T 2
osova soumeérnost s osou o xr — 1 =0: + ,
0 1 Y 0

. - 0 1
osova soumernost s osou o —r +y + 1 =0:

x
Y
, " 0 -1
osova soumérnost s osouo xr +y —1=0:



Prvni vrchol pétithelniku dostaneme jako samodruzny bod zobrazeni slozeného z
péti stredovych soumérnosti se stredy Si, Ss, S3,S4, S5. Druhy vrchol ziskame jako obraz
prvniho ve stfedové symetrii se stfedem 57 atd.

Také je mozné zapsat stiedy jako S; = %(Al + Ay), Sy = %(AQ + Aj) atd. a vyfesit
pifslugnou soustavu rovnic, tj. Ay = S} — Sy + S3 — Sy + S5 atd. Vyjde 4; = (1,-3)%,
Ay = (5,-1)T Az = (7,1)T, Ay = (—1,3)T, A5 = (=3, -1)T.

Sta¢i uvazovat primou shodnost tvaru X' = AX + p. Zobrazte kuzelosecku pomoci
tohoto zobrazeni. Vysledna kuzelosecka ma koeficient 0 u smiseného ¢lenu xy a navic ji toto
zobrazeni miize posunout tak, aby prochazela pocatkem, a tedy méla nulovy i absolutni

¢len.
Zobrazeni
() - D0)
v) \-3 3] \v
pfevede rovnici na tvar —y’ — 2/> = 0. Je to tedy parabola, kterd vznikne z paraboly
y = —a? otoCeni se stfedem v po¢atku o arctan(3).

SloZenim t#i (lichého poctu) osovych soumérnosti vznikne vzdy nepiimé shodnost.
Nepifimé shodnosti jsou bud samy osové soumérnosti nebo posunuté osové soumérnosti.

Posunuta osova soumeérnost je neprimé shodnost, musi byt tedy slozena z jedné nebo
tT1 osovych soumeérnosti a jedna to jisté neni, protoze nemé samodruzné body.



	Shodná zobrazení v rovině

