2 Barycentrické souradnice a afinni zobrazeni

Uloha 2.1. (Z) Mg&jme afinni prostor R? nad télesem R s vektorovym prostorem R? a

0
5 ()
(a) Spocitejte afinni kombinaci bodt 2 ( 1 ) + 1 (0) _1 <1) + 1 (_1)
2 —1 3 1 6 1 3 2 )

b) rozhodnéte, zda je bod B afinni kombinaci bodu 2 , s ) s a pokud ano, spoci-
1 2 1

tejte ji,
. 2 - s
(c) ovéite, Ze je posloupnost B = ((1) , (3) , (i’)) barycentricka soustava souradnic

a urdete barycentrické soufadnice [Blg a |

;)]B (je to bod z B!).

5
(d) rozhodnéte, zda body B a C = <§> lezi uvnitt trojihelnika s vrcholy B,
3

Vv

Uloha 2.2. (Z) Urcete rovnice afinniho zobrazeni z R? do sebe, ve kterém bod M =
(0,1)T piechézi do bodu M’ = (—3,3)” a asociovany homomorfismus zobrazuje vektory
u=(1,2)" av=(1,0)" po fadé na vektory u’ = (=7, —-2)7 v/ = (1, -2)T.

Uloha 2.3. (Z) Uréete afinni zobrazeni f z R? do sebe tak, 7e nasledujici body zobrazi :

F(=L,1)7) = (6,7)", f(1,-1)") = 4,5)", f((2,0)") = (7,12)".

Urcete zda-li se jednd o afinitu a pfipadné naleznéte zobrazeni inverzni. Naleznéte (pokud
existuji) samodruzné body, sméry a pfimky zobrazeni f.

Uloha 2.4. (Z) Pii afinnim zobrazeni f : R* — R? zadaném obrazy bodi a jejich vzory:

F(2,1,=1)T) = (L3)T, £((1,0,2)") = (0,2)", f((0,1, 1)) = (1, -7, f((1,1,1)7) =
(1,1)" urcete obraz bodu (3,1,-2)" € R® a obraz vektoru (3,1,—2)" pii asociovaném
homomorfismu f.

Uloha 2.5. Linearni zobrazeni f asociované s afinnim zobrazenim f : R? — R? ma
vzhledem k bazi B matici A. Navic plati f((1,2)7) = (5, —8)%. Urcete f((3,4)7).

()2 2)



Uloha 2.6. (Z) V R? je dan trojihelnik ABC' s vrcholy A = (2,0)T, B = (-3,0)T
a C = (3,-3)". Ukazte, ze body P = (—1,-1)", Q = (1,3)", a R = (—1,0)" le#
postupné na ptimkiach BC, CA a AB a urdete v jakém poméru je rozdéluji (vypoctéte
délici poméry). Rozhodnéte, zda body P, Q, R lezi na pfimce. Vypoc¢téte pomér obsahu

trojuhelniki ABC' a ARP.

Uloha 2.7. Vyjadiete kolmou projekci 7 celého R? na piimku z + 2y + 3 = 0, urcete
samodruzné body, sméry (v€etné vlastnich ¢isel) a pfimky tohoto zobrazeni a ovéite, ze
TOomW=T.

Uloha 2.8. 2.9 U nésledujicich afinnich zobrazeni z R? do R? ovéite, ze se jedné o osovou
afinitu. Dale urcete jeji osu, smér a charakteristiku. Rozhodnéte, zda se jedna o elaci.

@ r0-1(5 7 )x+1(23)

o f0=3( 9 )+ ()

Uloha 2.9. Na realné afinni pfimce jsou dva rtizné body A, B. Definujme S = %A + %B a
T = 1A+ 2B. Vyjadiete délici poméry 22, T8 5T Vyjadiete bod S jako afinni kombinaci

bodi A a T.

Uloha 2.10. (Van Aubelova véta) V R? je né&jaky trojihelnik ABC a bod X, ktery nelezi
na zadné ze stran trojthelnika (ani po prodlouZeni do pfimek). Ozna¢me si P = AXNBC,
Q =BXNCA a R=CXnAB. Dokazte, ze plati

AX AR  AQ
XP RB  QC




Vysledky

ReSeni. (a) Pfimocafe spocitame kombinaci

1 1 _|_1 0 _1 1 _|_1 —1 — %—I—O_%_ _
2\-1) "3\1) 6\1) "3\ 2) \—-3+3—-:+2) "

(b) Ptame se, zda existuji hodnoty x a y, pro které

B-(5)=0-=0(7)==(3) (7).

tedy fesime vektorovou rovnici

(%)= ()= () = (=) o (220) =+ () o o)

Pocitame soustavu rovnic s matici

1 1]-2
101 )7

jejiz feseni x = 1, y = —3 jsme spocitali v tloze z Cviceni 1(b). Nasli jsme afinni kombinaci

() ()+()

(c) Posloupnost B obsahuje 3 body. Zbyva proto ovéfit, ze kazdy bod afinniho prostoru
dostaneme (jednoznac¢né) jako afinni kombinaci bodt posloupnosti B, coz je (dle tvrzeni z
prednésky) ekvivalentni tomu, Ze je posloupnost vektort

(()-6)0)-0)=(0)-6)

linearné nezavisla. To ziejmé plati, navic jsme to ovérili uz v tloze z Cviceni 1.
Barycentrické soufadnice (3,1, —3)7 bodu B jsme ur¢ili v tiloze (b) a barycentrické

Wl

0)
l .
3

soufadnice (0,1,0)7 jednoho z bodt (i) barycentrické soufadné soustavy B uréime bez
pocitani.
(d) Protoze bod lezi v trojuhelniku uréeném body barycentrické souradné soustavy B,

pravé kdyz vsechny jeho barycentrické soufadnice vzhledem k B lezi v intervalu (0, 1),
sta¢i ndm tyto soufadnice zjistit. Pro bod B uZ je méame uréeny v (c), tudiz vidime, ze B

v trojuhelniku nelezi.
10
0 1 ’

Nyni podobné jako v (b) vyfesime soustavu

1 1]8-2\ (11
1oli-1)7{10

[N Y e
=N =
DW=



odkud vidime, ze barycentrické souradnice bodu C jsou (%, i %)T, z ¢ehoz plyne, ze bod

3
C lezi uvnitf trojuhelniku B.

(e) Protoze nalezeni té7i$té neni ni¢im jinym nez vypocétem afinni kombinace se vSemi
koeficienty stejnymi, mame

o-10-50-30-0)

Rovnice afinniho zobrazeni mé tvar f(X) = AX + p. Nalezeni matice A je elementarni
tloha z linedrni algebry (matice zobrazeni, kdyZ jsou zadany obrazy néjaké baze).

1 —4
= (5 )
Muﬁym+p¢p:MuAmA:@>

Matici A a vektor p jsme nalezli. ReSeni mfizeme zapsat:
, (1 —4 1
X' — (_ , )x (]

¥=x—4y+1
y = —2r+3

pripadné:

Podrobnéjsi elementarni feSeni: Pokud A = < )
o 1\ (-7 1 a+2b= -7
pw=a(3) () - ( ) (2) ( )=
Aovev = A 1y (1 1 1 :> a=1
vey 0) = \-2 0 —2

=20=-8=b=-4d=0=> A= (

o)
weamep=peman= ()= (4 )-() = (5)-(0) = ()

2.3
Asociovany homomorfismus f zobrazi rozdilové vektory nasledovné:

(G)-C) =) =6 -6) =)

4



(/2 -1 - 3 7 6 1
() -G ()= () - () - ()
Jeho matici <:_13 i) lze nalézt podobné jako v tloze .

iy -1 .
Vektor posunuti nalezneme napf. pouzitim obrazu bodu < 1 ) obdobné jako v :

p=(2) -9 ()-6)-0) =)

Afinni zobrazeni tedy mé tvar f(X) = (1 2) X + (5)

3 4 6
Matice asociovaného homomorfismu je regularni, takze se jedna o afinitu. Inverzni ma-
.. . T -2 1 . , . _ .
tici nalezneme pomoci prostfedkd LA: | 5 1 |. Z prednasky dale vime, Ze inverzni
2 2
;o 1 1 1 -2 1 4
zobrazeni mé tvar f~1(X) = A~ X+( A~lt.p)= )X+ )
2 2

( )() () . )
(GD-69)G)-)

21— 1
K jejich nalezeni je tedy tfeba vyftesit soustavu ( g 3 _2 ) Ta ma jediné feseni (_2§ ),
2
coz je jediny samodruzny bod zobrazeni f
Samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektoriim matice asociovaného homomor-
fismu. K jejich nalezeni spocitejme vlastni ¢isla matice jako kofeny jejiho charakteristického
polynomu A? — 5\ — 2. Témi jsou g + @ Vlastni vektory najdeme pouzitim znamého po-
stupu z LA. Tyto vlastni vektory, potazmo samodruzné sméry f potom jsou <_3 J% 33)
(—3 — /33
a :
6
Samodruzné piimky pak prochézeji samodruznym bodem a jejich zaméteni je linear-
nim obalem jednho ze samodruznych sméri (byt ostatni body téchto pfimek samodruzné

L 1
nejsou). Jedna se tedy o pfimky (_§> +LO { ( 3 _6@) } a (_5) 11O { (—3 —I;j\/ﬁ) }
2 2

2.4



1. Urceni obrazu bodu a vektoru pomoci afinni kombinace bodii a linearni kombinace
vektort

Protoze afinni zobrazeni zachovava afinni kombinaci bodl, mtizeme obraz bodu najit
timto zptisobem. Vyjadiime si bod X = (3,1, —2)T pomoci ostatnich bodt. Oznacime

2 1 0 1
body A=|1|,B=[0],C=|1],D=|1].Pak bod X miizeme zapsat
—1 2 1 1

jako:
X = ClA + CQB -+ CgC + C4D,

navic jesté
cL+c+c3+cy=1.
Miuzeme si ¢; vyjadrit jako ¢; = 1 — ¢co — c3 — ¢4, zbyva tedy vypocitat pouze 3
neznameé.
X:A+CQ(B—A)+C3(C—A)+C4(D—A)
X—A:CQ(B—A)—|—C3(C—A)+C4(D—A)
(17 07 _1)T = 02(_17 _17 3>T + 63(_27 07 Q)T + 64(_1a 07 2)T

Z toho dostavame 3 rovnice o 3 neznamych

-1 -2 1|1
-1 0 00
3 2 2 ]-1

1

Dopocitame, zZe c; = 0,c3 = —3,

¢4 =0 anakonec ¢; =1 — (—3) =3

FX) =2 p(a) -

()-1()-
) =G

Obdobné vypocitame i obraz vektoru (3,1, —2)7 jako linedrni kombinaci vektori.

—_
N——

A%

a(B—A)+B(C—A)+~y(D-A)
(3,1,-2)" =«

(=1, -1,3)" + 8(-2,0,2)" + 7(-1,02)"



-1 -2 —-1| 3
— -1 0 0 1
3 2 2 | =2

Pakoz:—l,ﬁz—g,7:3atedy

/
) =
Vo d
2. Urceni obrazu bodu a vektoru pomoci sestaveni matice zobrazeni

Nejprve ur¢ime obrazy tii vektortt pomoci zadanych bodu a jejich obraz.

2 1 1

Teo=r (=10 =7 ~(5)-)-0)
Fva)=7F i) ? = 32)(;))(11)(2)
Fiva) =7 _?1 - % =7 _(1’2 -()-0)-C)

Hleddme matici A asociovaného homomorfismu f, ktera spliiuje AB = C, kde ma-
tice B obsahuje ve sloupcich vektory vi,va, vy a matice C' méa ve sloupcich jejich
obrazy. Z toho tedy vidime, Ze matici asociovaného homomorfismu A nalezneme jako

A=CB™L

1
—1 1
-1 -2

0 1 0
A= (2 ~1 0)
Protoze plati f(X) = AX + p a f(v) = Av, matice A je matici homomorfismu f

stejné tak jako matici asociovaného homomorfismu f. Dosazenim libovolného bodu
ziskame vektor posunuti p.

1+p1 1
A1 Pry = =
)G =6E) - 6)



Nakonec vypo¢itdme obraz bodu (3,1, —2)7 a vektoru (3,1, —2)T. ProtoZe je vektor
posunuti nulovy, hodnoty pro obraz bodu a vektoru se budou shodovat.

f((3> L, _2)T) = (17 5)T
7((37 L, _Q)T) = (17 5)T

2.5
Vyuzijeme zadaného vzoru a obrazu:

(@) (G) = (@) -((6) +2)=r(() - () =7 (C))

pro néjaky vektor p. Sta¢i naleznout obraz vektoru ( ) pri asociovaném homomorfismu,

2

(@) =r(C) ()

protoze pak:

Pracujme v bazi B:

A tedy:

2.6}



Pocitejme postupné délici poméry pomoci barycentrické soustavy soutadnic Z = (A, B, C).

Barycentrické soufadnice bodt P, Q, R nalezneme obdobné jako v
Pro bod P hledame feseni soustavy

—3-2 3-2|-1-2\ (-5 1 |-3
0-0 —3-0[-1-0)"\ 0 —3|-1)"
21

takze barycentrické soutadnice bodu P jsou (0, z, g)T. Stejnym zptisobem najdeme bary-

centirkeé souradnice (2,0, —1)” bodu Q a (3, 3,0)” bodu R.
Protoze vsechny body maji prislusnou soutradnici nulovou, lezi na postupné zadanych
piimkéch. Ze soufadnic (kde soustavu soufadnic rozumime bez bodu pfislusejicimu nulové

soutfadnici) uréime délici poméry:

BP i 1CQ 2 , AR 3 .
_— 5 = e = — = T = T —
PC 3 2°'QA -1 RB 3
Navic plati, ze % . g—g . ﬁ—fB‘ = % - (=2) -1 = —1, takze body P, Q, R lezi na piimce

diky Menelaove véte.
Pro vypocet poméra obsahi vyuzijeme vztahu Sarp = det([A]z|[R]z|[P]z)Sasc. Po-
mér obsahtl je tedy

—_

Sapc 1

Sunr  det(ALRIPL) =0

det

wlFwiNn O

O oI

O O =



Vektor n = (1,2)7 je normalovy vektor zadané piimky a proto u = (—=2,1)7 je jeji
smérovy vektor. Projekce kanonického vektoru e; na vektor u mé tedy (uZitim vlastnosti

skalarniho souc¢inu) tvar

e;-u 1 T
T 75

Analogicky projekce vektoru e na vektor u vyjde % - (=2,1)T, proto matice asociovaného
homomorfismu afinni projekce bude mit tvar

T
5 \—2 1

Na pifmce lezi bod (—3,0)7, ten tedy musi byt v afinni projekci samodruzny. Tento
bod se pifslusnou matici asociovaného homomorfismu zobrazi do bodu £ - (—12,6)" Vektor
posunuti afinni projekce musi tedy mit tvar

=3\ 1 (=12 1 /=3
0 5 \ 6 ) 5 \-6)’
dostaneme tedy reSeni

(AN _ 14 =2 T 1/ =3
"A\y )75\ -2 1 )J\y) 5 -6)
Pro nalezeni vSech samodruznych bodl fesime vektorovou rovnici
L4 =2\ (z . 1/=3\_ (=
5\-2 1 y 5\-6) \y
L4 =2\ z\ (xz\_ 1/(-3
5\—2 1 y y) 5 \—6
1 4 =2\ (50 z\ _1/3
5 -2 1 0 5 y) 5 \6
Hleddme tedy feseni soustavy
4-5 =213\ (-1 =2
-2 1-5(6 ) \ -2 —4
Vidime, ze druhy fadek je dvojnasobkem prvniho, samodruzné body tedy lezi na piimce
(:i) + LO { <_21> } Neni tézké ovéfit, Ze se jednd o zadanou piimku (alternativné
rovnou z prvniho fadku matice vidime, Ze rovnice primky je —x — 2y = 3, coz odpovida

zadané piimce).
Matice asociovaného homomorfismu je singularni, takze jednim z jejich vlastnich ¢isel

. Iy o (1 . , w
je 0. Tomu odpovida samodruzny smér (2) (smér kolmy na zadanou pfimku).
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Z teseni soustavy vySe si naopak lze vSimnout, ze 1 je také vlastnim cislem, které

2
odpovida sméru piimky | ~

. Zadana pfimka je jedinou samodruznou primkou.

1

Piimym vypoctem ovéiime, ze mo 7w = 7.

23
(2)

Zacnéme vypoctem vlastnich ¢isel a vektort asociovaného homomorfismu. Z LA vime,
Ze vlastni ¢isla jsou kofeny charakteristického polynomu

%«5—3&W—3M—8):%@M”—%A+2ﬁ:ﬂM”—UA+9:3Q—JXA—$

Vlastni ¢isla jsou 1 a 3. Prislusné vlastni vektory postupné jsou:
o 2
-1
5 4 4 4
5_g 4 > ( 4 ) (1)
3 3 — 3 3
2 7 = 2 2 | =
( 5 33 573 1

Pti hledani samodruznych bodt dospéjeme obdobné jako v k soustave
5-3 4 |8\ (2 48
2 7-3|8) \\2 4|8 )’

takZze samodruzné body tvori pfimku <?> +LO { < 2 ) }

[SS[ UM\
[SU NGV

—1

Protoze samodruzna pifimka ma smér prislusny vlastnimu c¢islu 1 a existuje dalsi
vlastni smér s nenulovym vlastnim ¢islem, jedna se o osovou afinitu. Jeji osou je tato

1). Smér afinity neni

samodruzna piimka, charakteristika je 3 a smér afinity je (1

smérem osy, takze tato afinita neni elace.
Vlastni ¢isla jsou kofeny polynomu —A(2 — A) +1= X -2\ +1= (A —1)%

Vlastni cislo je tedy jediné a je rovno 1. Protoze (O I 1 2__21) = (Zl _12), je
2 2
jeho prislusnym vlastnim vektorem <_21>

Pro nalezeni samodruznych bodi fesime
1
3 1L ]2

11



-1

Jedna se tedy o osovu afinitu podle této pfimky. Protoze mé jediny samodruzny smér,
jedna se dokonce o elaci.

Samodruzné body tvori primku (?) + LO { ( 2 ) }

AT __ TA __ 2 ST _ 1 _ 1 3
2.10i

Ozna¢me a, b, ¢ barycentrické soufadnice bodu X v afinni bazi (ABC). Pro pfehlednost
budeme vici afinni bazi (ABC) znafenim Y = (z, y, z) myslet, ze bod Y méa barycentrické
souradnice x, y, z az na nasobek, tj. ze plati

T Y z
-  A+—2 B+ -—"
r+y+z rT+y+z rT+y+z

Snadno urc¢ime, ze
P =(0,b,¢), Q=(a,0,¢), R=1(a,b,0),

proto

AX b+c AR_Q AQ
XP &« RB a
takze
AX b+c b ¢ AR ﬂ

XP~ ¢ a'a RB ' QC

coz jsme meéli dokazat.
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