1 Afinni prostory

Uloha 1.1. (Z) V aritmetickém afinnim prostoru A = V' = R? uvazujme dvé posloupnosti

2 1 1 0 3 2
= ((0)-0)-6)) == (0)-6)-()
(a) Ovéite, Ze se jedna o afinni soustavy souradnic tohoto prostoru.

(b) Spocitejte soutadnice bodu B = (0 vzhledem ke kanonické souradné soustavé K a

2
vzhledem k soustavé soufadnic S, tedy naleznéte [B|x a [B]s.

(c¢) Najdéte bod C, pro ktery [Cls = (_43)

(d) Pro bod A najdéte [A]g, jestlize [A]g = (;)

/
(e) Obecnéji, pro bod A afinniho prostoru najdéte [A]g = (;,) , jestlize [A]g = (;j)

(f) Uzitim soufadnic S vypoctéte afinni kombinaci bodi 24 + 2B — 3C' a ovéite, Ze
odpovidajici vysledek dostaneme i soustavé R. Také ovéite, ze pro kombinaci 24 +
2B — 2C si vysledky odpovidat nebudou.

Uloha 1.2. (Z) Ovéfenim axiomt s vyuzitim poznatkt z LA ukazte, e mnoZina
A={(z,y,2)' €R* :2+2y+32=6} CR?

je afinnim prostorem se zamétfenim
V={(z,y,2)" €R*:2+2y+32=0} <R

a) Ovéfte, Ze posloupnost R = ((1,1,1)T,(=2,1,0)7,(=3,0,1)T) tvofi afinni soustavu
soufadnic.

b) Naleznéte body By, By, B tak, aby [Bi]zr = (0,0)7, [Ba]zr = (1,0)T a[Bs]r = (0,1).

c) Naleznéte souradnice [X]z pro X = (0,3,0)" € A.

d) Vyjadrete X jako afinni kombinaci By, By a Bs.

e)

Dokazte, ze linearni kombinace ¢;B; + ¢oBy 4 ¢3B3 lezi v A pravé tehdy kdyz
C1 —|— Co + C3 = 1



Uloha 1.3. (Z) V eukleidovském prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem uva-

3 1 4 4
7ujme piimky p= [4 | + LO{|2|}aqg= -2 | + LO{[ -1 |}
1 1 3 1

(a) Urcete vzajemnou polohu pfimek p a g,
(b) urcete thel ptimek p a ¢,
(c) najdéte pfimku riznobéznou a zarovenn kolmou k obéma piimkam p a ¢,

(d) spocitejte vzdéalenost p a g.

Uloha 1.4. (Z) V afinnim prostoru Z2 nad télesem Zs s vektorovym prostorem Z$ uva-
Zujme t¥i podprostory

Dy = AO{ b, Dy = +LO{
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(a) Najdéte néjakou afinni soustavu soufadnic a néjakou barycentrickou soustavu sou-
fadnic afinnich prostoru Dq, Dy a Ds.

(b) urcete parametrické vyjadieni podprostori D; a Ds,
(c) urcete rovnicové vyjadieni podprostori D; a Do,
(d) urcete podprostory Dy a D3 jako afinni kombinace bodi.

Uloha 1.5. (Z) V afinni roviné Z?2 jsou dany body A = (2,
rovnobézku s pfimkou AB, kterd prochazi bodem C = (2,2)
bodové i rovnicove.

3)T, B = (1,4)”. Naleznéte
T a popiste ji parametricky,

Uloha 1.6. Uvazujme aritmeticky afinni prostor R* se zaméfenim R*. Definujme jeho
podprostory

Dl :AO{ }7

— = =
ke N2

kde a je pevné realné ¢islo a Dy je feSenim soustavy (s jedinou rovnici)
(2,3,4,1) - 2 = 10.

Ukazte, ze D, je nadrovina a urcete hodnotu a tak, aby D; a Dy byly rovnobézné.
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Uloha 1.7. UvaZzujme aritmeticky afinni prostor R* se zaméfenim R*. Definujme jeho

podprostory

4 5 6
4 —1 -3
Dl_AO{ 6 ) 9 ) 7 }
2 3 —1
1 1 2
—12 3 2
e e BRI A N
9 0 —4

Pro oba podprostory urcete jejich dimenzi a naleznéte jejich rovnicové vyjadieni. Urcete
jejich vzajemnou polohu a v pripadé rtiznobéznosti i jejich prisecik.



Vysledky

L1

(a) Staci oveérit, ze M = (G) , ((1))) a N = <(?) , (;)) tvori baze vektorového

prostoru R2, coz zjevné plati.

(b) Pro kanonickou soustavu soufadnic:

= () 0) 0) = ()= (0) o)+ () memoe=

Vzhledem k soustavé sourfadnic S:

(o) = (1) )+

A= ()2 () (0= (5)=0) () )
()= 0) )= Gl ¥) =G l2) (6103

2. zplsob TeSeni - véta 1.5:



Nejprve dopocitame

X =2A+ 2B — 3C je dobfe definovana afinni kombinace a mizeme pocitat

[X]s = 2[A]s + 2[B]s — 3[C]s = 2 (g) + 2 (_13> -3 (_43> = (S)
Xl =20+ 2830 =2 (5) +2 () -3 () = (3).

pricemz tyto dvoje soutadnice spliiuji vztah .
Kdybychom se néco podobného pokusili udélat pro 24 + 2B — 2C' (coz neni defino-
véno), dostali bychom

2 Als + 2[Bls — 2[Cs = 2 (2) 12 (_13) ) (_43) _ (140)
2l + 28— 20 =2 (3) +2 () -2(7) = (3).

kterézto dvoje "soufadnice”vztah (1) nespliiuji.

Posloupnost 11,10 je baze zaméreni V', takze se jedna o afinni soustavu

soutradnic.



b)) By=[1],Ba=[1]+11|=|2]| Bs=(1]+1[0]|=](1
1 1 0 1 1 1 2
-2 —3]0-1 —2 —3|-1 )
@ | 1 of3=1|=( 1 0]2 |,takee [X}R_<_1)
0 1]0—1 0 1 |-1

(d) Z (c) vime, ze X = 0B; + 2By — 1B3. Protoze se tyto koeficienty se¢tou na 1, jedné
se o hledanou afinni kombinaci.

() =
1 —1 -2 C1 — Cy — 203
C1B1 + C2B2 -+ C3B3 =C 1 + Co 2 + c3 1 = c1 + 262 + c3
1 1 2 c1 + co + 203

Cl — Cy — 203
Predpokladame, ze | ¢; + 2co +c3 | € A, takze
c1+ ¢y + 203

Cl — Cy — 203—|—2(Cl +2CQ—|—03) +3(Cl + Co —|—205) =6

Po secteni:
661 + 662 + 603 =6

z ¢ehoz plyne ¢; + o +c3 = 1.

< Vyuzitim (b) a pfedpokladu ¢; + ¢ + ¢c3 = 1 méame:

1 1 —2 1 -3
ClBl + CQB2 + 63B3 = C1 1 + co 1 + 1 + C3 1 + 0 =

1 1 1 1
1 -2 -3 1 —2 -3
:(01+CQ+C3> 1 + Co 1 + c3 0 = 1 + Co 1 + c3 0
1 0 1 1 0 1
1 —2 -3
Tedy plati ¢;By + oBs+ 3Bz € | 1] + LO{ 11,10 } =A
1 0 1



(a)

Afinni pfimky p a ¢ zfejmé nejsou rovnobézné, staci nam tedy naptiklad zjistit,
zda existuje feseni rovnice

3 1 4 4
41 +z (2| =|-2]+=2|-1],
1 1 3 1
-1 3 4 1
coz je ekvivalentni vektorové podmince,zda | 6 | = |4 |—| -2 ] € LO{ 21,
-2 1 3 1
1 4 |1 1 1 ]2
Snadno spocitame, Ze nehomogenni soustava | 2 —1| 6 ~ 10 3|1
1 1 ]-=2 0 —3]10
nema feseni, a proto jsou primky p a ¢ mimobézné.
1 4
Piimky sviraji thel ¢, ktery je urcen sméry jejich zameéfenivp = [ 2 | avg = [ —1
1 1

. 3 1
oy lroval

Vel lIvell  v6- VI8 2v3

Nejprve spocitame vektor kolmy k obéma vektortim vp a v a tim ziskdme zaméreni
hledané piimky. Snadno zjistime (napiiklad vyfFeSsenim homogenni soustavy s ma-

tici ( 4 1 1> tvofenou fadkovymi vektory vi a vj), ze hledanym zaméienim je

1
podprostor LO{| 1 ]}. Nyni potfebujeme najit pruseciky hledané kolmé piimky
-3
s mimobézkami p a ¢, coz lze formulovat jako feseni rovnice
3 1 4 4 1
41 +z|2 — =21 +y| -1 =z|1
1 1 3 1 -3
Ta vede na nehomogenni soustavu
-1 4 1 |-1 1 0 0f-=2
-2 -1 1] 6 ~(010|-11],
-1 1 =3|-2 00 1|1
T -2
jejimz jedinym fesenim je |y | = | —1 | . VSimnéme si, ze podminka 2z = 1 k3,
z 1

ze se jednalo o mimobé&zky (zjevné nejsou rovnobézné a to, Ze se protinaji je ekvival-
netni podmince z = 0). Tedy priise¢ik hledané kolmé pticky s pfimkou p je pravé bod
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(d)

3 1 1 4 4
41 —-22] =1 0 | aprisecik s pfimkou ¢q je pravé bod | -2 | — 1| -1 ] =
1 1 -1 3 1

0 1 1
—1 |. Hledanou kolmou pricku muzeme zapsat ve tvaru 0 |+ LO{ 1 }
2 —1 -3

Vyse jsme uz nasli pruseciky piimek p a ¢ s kolmou ptickou, nejkratsi vzdalenost
primek p a ¢ je pfitom rovna prave vzdalenosti téchto dvou prisecikt. Navic z vek-
torové rovnice v tloze vidime, Ze tato vzdalenost je rovna praveé velikosti vektoru
1 1
z| 1 |. Tedy vzdalenost piimek p a ¢ je 1 = +11.
-3 -3

2 1 2
. - (. 3 0 2
Barycentrickou soustavu vidime hned ze zadani, B; = NEREE
1 3 4
2
Pro D; zvolime jeden z bodi, napft.: g , a zbylé vezmeme jako koncové body
1
vektort, které maji pocatecni bod v nami zvoleném bodé, tzn.:
1 2 4 2 2 0
Ol (3] _12 21 (3| _14
0 21 |3 ’ 2 21 |0
3 1 2 4 1 3
Vektory jsou LN, tim padem je miizeme povazovat za bazi prislusného prostoru.
2 4 0
ez o g 3 2 4
Ziskavame soustavu soufadnic S7 = NEEIRr
1 2 3
Pro D, vypadaji souradnice nasledovné:
1 1 1 1 1 2
1 2 1 2 1 3
2=111]]2 ABe=t e Tl T s
1 1 1 1 1 2



Pro D3 nejprve musime nalézt jedno feseni nehomogenni soustavy a poté mnozinu
vSech Teseni homogenni soustavy.

2
1 0 0 24 1 0 0 24 N 0
300 2|3 0 00 1|1 0
1
0 0
N , PV , ) 1 0
je TeSenim nehomogenni soustavy. Baze feseni homogenni soustavy je: ol |1
0 0
Soustavy vypadaji nasledovné:
2 0 0 2 2 2
0 1 0 0 1 0
Ss=11ol o] |1 NBs=10ol Lol |
1 0 0 1 1 1

Pro ziskdni parametrického vyjadfeni vyjdeme ze soustavy soutadnic S z cviceni (a).

2 4 0 2 0 0

- 3 2 4 0 1 0
Ci-li D; = 9 + LO sl o a pro D3 = 0 + LO ol |1
1 2 3 1 0 0

Linearni obal mtzeme brat jako mnozinu vSech feseni homogenni soustavy, tudiz
hledame matici, ktera spliuje dané reseni. Pro D:

3 3
4 2 3 2|0 3 0
( 040 30 ) 0111
1 0
L. , .. (3 01 v , ..
Nami hledana matice je (3 1 0) . Obecné vyjadieni pomoci rovnice je ve tvaru

ziskavame pravou stranu. Rovnicové vyjadieni D,

3
0
2
] 3
Ax = b, dosazenim bodu 9
1

vypada nasledovné:

3 4(3301) , (1
n-foeml 32 )4- ()

Pro D, postupujeme obdobné, hledame feSeni homogenni soustavy, tentokrat s ma-
tici (1 2 2 1). Obdrzime tfi vektory, které zapiseme do fadkd matice a nasledné
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dopocitame pravou stranu dosazenim do Ax = b za x bod . Rovnicovy tvar pro

—_ = = =

DQZ
3100 4
Dy=CA€Z)|3 01 0| A= |4
400 1 0

(d) Pro urceni podprostort jako afinni kombinace bodu vyuzijeme barycentrické soustavy
soufadnic, které jsme ziskali ve cviceni (a). Pro Dy a Dj plati, ze

Parametricky napiiklad :(2,2) + LO{(4,1)T}, bodové napiiklad +A40{(2,2), (1,3)"}

rovnicové naptiklad: z + y = 4.

Nadrovina v R* je podle definice libovolny podprostor dimenze 3, coz mnozina feseni
spliiuje. Rovnobéznost nastane pouze pro a = —8.

.7

Oba maji dimenzi 2. Rovnicova vyjadieni maji tvar

0 -1 1 0]10 -1 3 4 0]-1 -3
. . o ~71,. 7
Dl.(2 10 114), D2.( 3 10 124), prusecik: 39
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